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Yerlag von B. G. Teiibner iu Leipzig. 



Analytische Oeometrlo {Koordinatengeometrie). 

1. Analytlsclie Geometrie der Ebene. 

(Kegelaolmitte luid hötere ebene Kurrea,) 

Beuter, Untersuchungen über Tangentialkegel und die Kurven 2, 6r. 

Clebacli, Vorlesungen über Geometrie, I. Band, bearb. ¥0n Lindemann, 

Diugeldey, Erzeugung von Kuryen 4. 0. durch. Bewegung amecliamsnien, 

topologisolie Studien u. b. w. 

Durfege, die ebenen Kurven dritter Ordnung. 

Fort und Schlömilch, Lehrbuch der analytischen Geometrie, 1. Teil. 
Ganter und Rudio, Elemente der analytischen Geometrie der Ebene. 
Graefe, Vorlesungen über die Theorie der Qnaternionen. 

Aufgaben und Lehrsätze aus der anal. GSeometrie der Ebene. 

Auflösungen und Beweise dazu. 

Hesse, 7 Vorlesungen aus der analytischen. Geometrie der Kegelschnitte. 
■ — - Vorlesgn aus der anal. Qeom. der Geraden, des Punktes u. d. Kreiäes. 

. 4 Vorlesungen aus der analytischen Geometrie. 

Hootteim, Aufga,ben aus der analytischen Geometrie der Ebene. 
Eichter, über besondere Systeme Ton Kegelschnitten u. s, w. 
Eudio und Ganter, siehe: Ganter und Rudio. 
Salmon, analytische Geometrie der Kegelschnitte, bearb. von Fiedler. 

analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven, bearb. v. Fiedler, 

Schlömilch und Port, siehe: Port und SehlÖmileh. 
Schwering, Theorie und Anwendung der Liuienkoordinaten. 
Servus, die analytische Geometrie der Ebene, 
Weifsenhorn, Grundziige der analytischen Geometrie der Ebene. 

2. Analytische Geometrie des Baumea. 
(Flächen 2. und höheren Grades, allg, Theorie der Eaumkurven und 

Flächen.) 
Ben t er, Untersuchungen über TangentiaJkegel und die Kurven 2. Gr. 
Clebsoh, Vorlesungen über Geometrie, II. Band, bearb. v. Lindemann. 
Escherich, v., Einleitung in die analytische Geometrie des Raumes. 
Eort und Schlömilch, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 2. Teil. 
Graefe, Aufgaben und Lehrsätze aus der analyt. Geometrie des Raumes. 

Auflösungen und Beweise dazu. 

Hesse, Vorlesgn über analyt. Geom. des Raumes, revid. von Gundelfinger. 

Joachimsthal, Anwendung der Differential- und Integral -Rechnung 

auf die allgemeine Theorie der Flächen u. s. w., bearb. von Natani. 
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Knoblauoli, Einleitung in die aUgemeine Theorie der krummen Flächen. 
Kommereil und Stahl, siehe: Stahl und Konunerell. 
L o t i a , hauptsächl. Theorien d. Geom. in ihrer Entwickelg., dtsch. v. Sohütte. 
Beye, Geometrie der Eugelu und linearen Kugeis jsteme. 
Budio, die Elemente der analytischen Geometrie des Baumes. 
Salmon, analytische Geometrie des Baumes, hearbeitet von Fiedler. 
Schlömilch und Fort, siehe: Fort u. Sehlömilch. 
StahlundEommerell, dieGrundformelnderallgemeinonPläclientheorie. 

3. Iiiniengeometrie , aaalytiech bebandelt. 
(Strahlensysteme u. Komplexe.) 
Clebscli, Vorlesuagen über Geometrie, bearbeitet von Lindemann. 
Fiedler, Elemente der neueren Geometrie, 
Hesse, 4 Vorlesungen aus der analytischen Geometrie. 
Pliicker, neue Geometrie des Baumes, herausgeg. von Clebscli u. Klein. 
Schwering, Theorie und Anwendung der Linienkoordinaten, 
Sturm, die Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie in synthe- 
tischer Behandlung. 
Weifaenborn, Grundzüg-e der analytischen Geometrie der Ebene. 

4. Allgemeine Mannigfaltigkeitslehre. 
Eilling, die nicht-Euklidischen Eaumfonnen. 
Schlegel, System der Raumlehre. 

5. Eouforme Abbildung. 
(Isogonale Verwandtschaft — siehe auch unter „Fuuktionentlieorie ".) 
Holamüller, Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften. 

einige Aufgaben der darstellenden Geometrie und der Kartographie.. 

-— — Durchführung einer isogonalen Verwandtschaft, repräsentiert 
durch eine gebrochene Funktion 2. Grades. 

6. EartenprojektioueD. 

Herz, Lehrbuch der Landkartenprojektionen. 

Holzmüller, einige Aufg. der darstellenden Geom. u. d, Kartographie. 

Zöpprita, Leitfaden der Kartenentwurfslehre. 

^tT" Nähere Angaben über ein jedes der obigen Bücher; 
■wie ausfülirlichen Titel, "Umfang, Jahr des Erscheinens, Preis, 
kurze Darlegung des zu Rrunde liegenden Plans u. s. w,, glebt 
Teubnera Verlags Verzeichnis auf dem Q-ebiete der Mathematik, 
der technischen und Naturwissenschaften. Dieses Verzeichnis 
versendet die Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner In LelpBig, 
Postetrasse 3, gratis und franko auf Verlangen. 
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Vorreäe zur zweiten Auflage. 



In verhältnismäfsig kurzer Zeit ist von unserm Buche 
eine zweite Auflage nötig geworden. Mit ßßcksicht auf diesen 
Umstand, namentlich aber auch auf die zahlreichen, unserer 
Arbeit gewidmeten günstigen Besprechungen fühlten wir uns 
verpflichtet, an dem der ersten Auflage zu Grunde gelegten 
Plane festzuhalten. Nach wie vor suchten wir den Lehrstoff 
von vorn berein in enge, einem ersten Studium entsprechende 
Grenzen einzuschhefsen, innerhalb dieser Grenzen aber Voll- 
ständigkeit, verbunden mit einer streng wissenschaftlichen 
Darstellung, anzustreben. Während wir somit den Charakter 
des Buches ungeändert liefsen, waren wir um so mehr be- 
strebt, durch sorgfältige Revision des Textes unser Buch zu 
vervollkommnen. Ein besonderes Gewicht legten wir auch 
diesmal auf die einem jeden Paragraphen hinzugefügten 
Übungsaufgaben, deren das Buch jetzt über 400 enthält. 

Mögen die vorgenommenen Änderungen von der kundigen 
Kritik als Verbesserungen anerkannt werden, und möge unser 
Buch sich nicht nur die alten Freunde bewahren, sondern 
auch zu den alten neue hinzugewinnen! 

Aarau und Zürich, Februar 1894, 

Die Verfasser. 
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Erstes Kapitel. 

Der Punkt. 

§ 1. Bestimmung der Lage eines Panktes in einer Geraden 
durch seiae Abscisse. 
lü einer als unbegrenzt gedacliteii Geraden seien zwei 
Puülite und E gegeben, von denen wir den ersten als An- 
fangspunkt, den zweiten als Einiieitspunkt bezeichnen. 



Die Länge der Strecke OE wählen wir als Längeneinheit, 
durch die wir jede auf der Geraden befindliehe Strecke messen 
wollen. Wir stellen uns etwa vor, OE sei gleich einem Centi- 
meter, sodafs alle vorkommenden Strecken eich als Vielfache 
von einem Centimeter darstellen, 

Indem wir dem Punkte den Punkt E zugesellen, ge- 
winnen wir aber nicht nur einen Mafsstab für die Laugen 
der auf der Gferaden vorkommenden Strecken, sondern wir sind 
jetzt auch im Stande, die beiden von ausgehenden Rich- 
tungen unserer Geraden von einander zu unterscheiden. Wir 
wollen die Richtung von nach E als die positive Rich- 
tung, die entgegengesetzte als die negative Richtung der 
Geraden bezeichnen. Dabei werden wir, um die Vorstellungen 
zu fixieren, ein für allemal den Punkt E rechts von an- 
nehmen, sodafs die Richtung von ans nach rechts als die 
positive, die von aus nach links als die negative zu be- 
trachten ist. ' 

Ist nun auf der Geraden ein beliebiger Punkt P gegeben, 
so ist dessen Lage vollständig bestimmt, wenn man i 
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2 Erstes Kapitel; der Punkt. 

seine (durch die Längeiieiaheit OE gemeasene) Entfernung 
vom Anfangspunkte kennt und wenn man zweitens weifs, 
ob er rechts oder links von sieh befindet. Es liegt daher 
nach dein Obigen nahe, die Entfernung OP mit einem Vor- 
zeichen zu versehen, nämlich mit dem positiven, weuu die 
Richtung OP die positive ist, d. h. wenn P rechts von 
liegt, dagegen mit dem negativen Vorzeichen, wenn die Rich- 
tung OP die negative ist, d. h. wenn P links von sich 
befindet, 

Mannennt die, mit dem entsprechenden Vorzeichen 
versehene, Entfernung OP die Abscisse des Punktes P 
in Bezug auf den Anfangspunkt und dem entspre- 
chend die gegebene Gerade OE die Abseissenachse. 

Alle Punkte rechts von haben dann positive, alle Punkte 
links von negative Abscisseu. Insbesondere hat E die Ab- 
scisse -|- 1. Nach diesen Erörterungen wird der folgende Satz 
unmittelbar einleuchten: 

Jedem Punkte P der Abseissenachse enfsprieht 
eine ganz bestimmte (positive oder negative) Zahl, 
nämlich seine Abscisse, und umgekehrt, jeder (posi- 
tiven oder negativen) Zahl entspricht ein ganz be- 
stimmter Punkt der Abseissenachse, nämlich der- 
jenige, dessen Abscisse gleich der gegebenen Zahl ist. 

Wir sind demnach im Stande, die ganze Zahlenreihe von 
— oo bis -|- <x> geometrisch durch eine Puoktreihe zu ver- 
anschaulichen, gewissermafsen abzubilden, und umgekehrt die 
Punktreihe, deren Träger die gegebene Gerade ist, in eindeutiger 
Weise durch eine Zahlenreihe zu repräsentieren. In dieser 
eigentümlichen Verknüpfung von Punkten und Zahlen besteht 
das Wesen der analytischen Geometrie. 

Aufgabe,*) Nach Wahl von und E bestimme die 
Punkte mit den Abscissen 1, — 1, |-, — ^, Y-, — 1/3. 

g 2. Bestimmung von Strecken. 
Die im Vorhergehenden entwickelten, auf der Einführung 
des Kichtungsunterschiedes begründeten Anschauungen über- 

*) Mao zeichne bei dieser wie bei allen folgenden Aufgaben stets 
die zugehörige Figur. 
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g 2. Bestimmung von Strecken. 3 

tragen wir auch auf begrenzte Strecken der Abscissenachse, 
indem wir einen unterschied machen zwischen der Strecke AB 
und der Strecke SA. Wir nennen eine beliebige Strecke AB 
mit dem Anfangspunkte A und dem Endpunkte B positiv 
oder negativ, je nachdem man, um von A nach B zu ge- 
langen, in der positiven oder der negativen Richtung sich 
bewegen mufs. Dann ist also allemal die Strecke BA mit 
dem Anfangspunkte B und dem Endpunkte A der Strecke AB 
gleich und entgegengesetzt und daher; 

(1) AB^BA^O. 

Bedeutet C einen beliebigen dritten Funkt der Abscissenachse, 
so gilt in Folge dieser Featsetzougea stets, wie auch die drei 
Punkte zu einander liegen mögen, die Gleichung: 

(2) AB-\-BC-\-CA = 
oder : 

(3) AB==GB^GA. 

Bezeichnet man dem entsprechend mit x^ und x^ die Abscissen 
zweier Punkte P, und P^ in Bezug auf den Anfangspunkt 0, 
so hat man P^P^^ OF^ — OP^ = x^ — x^, während die 
Strecke jP^Pj durch Xj^ — x^ dargestellt wird. 

Wählt man ferner auf der Abscissenaxe einen neuen An- 
fangspunkt 0', dessen Abseisse 00'=a ist, und bezeichnet 
die Abscisse eines Punktes P in Bezug auf den alten Anfangs- 
punkt 0, also OF, mit x, dagegen die Abseisse von F in 
Bezug auf den neuen Anfangspunkt 0', also O'P, mit x', so 
erhält man aus der Gleichung O'P = OF — 00' die Eelation; 

(4) x'=x — a oder x^^x'-j-a. 

Diese Gleichungen zeigen, wie sich die Abscisse eines Punktes 
beim Übergange zu einem neuen Anfangspunkte ändert, 

Aufg, 1. Welches ist die Länge der Strecke AB, wenn 
die Abscissen von A und JS in Bezug auf den Anfangspunkt 
resp. 4 und —4^ sind? Welches Vorzeichen hat AB? 

Aufg. 2. Bestimme Länge und Vorzeichen der Strecken 
F^Pi und P^Pj, wenn die Abscissen von P, und P^ das eine 
Mal Xi = 2, x^^ 5, ein anderes Mal a-^ =^ — 3, ar^ = -^i ein 
drittes Mal a;^ = — 1, x^ == — \ sind. 
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4 Erstes Kapitel: der Punkt, 

Aiifg. 3. Reweise, dafs der Mittelpunkt der Strecke P^P^ 
die Abseisse — ~— - hat, wenn x, und x^ die Abscisseu von 
Pj und Pa sind. 

Äufg. 4. Der neue Anfangspunkt 0' kabe in Bezug auf 
den alten Anfangspunkt die Abscisse a = — 3. Welches 
sind die neuen Abseissen der Punkte Pj, P^, Pg, deren alte 
Abacissen resp. 3^i= f, a^; = — 2, a^g = ~ 3 sind? 

§ 3. Bestimmimg der Lage eines Punktes in einer Geraden 
durcli sein Teilverhältnis. 

Mau kann die uuendliclie Zahlenreihe auf die Punktreihe 
einer Geraden noch in einer andern Weise abbilden. Zu 
diesem Zwecke fixieren wir zunächt wieder auf der Geraden 
eine positive und eine negative Richtung. Wir wählen sodann 
auf der Geraden zwei Punkte 1\ und Pj und nennen die Strecke 
P,p2 die Fundamentalstrecke. Dieselbe besitzt nicht nur 
eine bestimmte Länge (gemessen durch die gewählte Längenein- 
heit), sondern auch eine bestimmte Richtung, durch welche sie 
sich von der Strecke F^Fj unterscheidet. 

Sei jetzt P ein beliebiger dritter Punkt der Geraden, so 
ist stets: 

(1) PjP+ PPs + P^P, ='0, oder F,F === F^P^ ~ FP^, 
gleichgültig ob P auf der Fundamentalstrecke oder aufserhalb 



derselben liegt, wenn nur bei jeder der Strecken das Vorzeichen 
richtig beachtet wird. Mau nennt das Verhältnis der beiden 
Teilstrecken P^P und FP2, also den Quotienten -^p-, das 
Teilverhältiiis des Punktes P in Bezug auf die Pun- 
damentalstrecke F^P^^. Zu jedem Punkte F gehört dann 
eine ganz bestimmte Zahl, nämlich sein Teil Verhältnis , und 
zwar ist dasselbe positiv für alle Punkte zwischen P^ und 
Pj, weil dann P^P iind FF^ gleichgerichtet sind, und nega- 
tiv für alle Punkte aufserhalb der Fundamentalstrecke, 
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§ 3. Bestimmung eines Paottes durch sein Teil Verhältnis. 5 

wei! dann immer P^P und PP^ entgegengesetzte ßiehtmigeu 
haben. Sehen wir nun zu, wie sich das Teil Verhältnis -pw, 
welches wir kurz mit A bezeichnen wollen, ändert, weun P 
die unendliche Gerade durchläuft. 

Befindet sich P in Pj, so ist offenbar sein Teil Verhältnis 
1 = 0. Bewegt sich dann P von P; bis zum Mittelpunkte M 
der Fundamentalsttecke, so wird A allmählich gröfaer und er- 
reicht in M den Wert -j- 1 . Geht P Über M hinaus bis zu 
Pg, so wächst k über alle Grenzen; für P^ selbst ist daher 
A ^ -|- oo zu setzen. Würde sich P von der entgegengesetzten 
Seite her dem Punkte Pg genähert haben, so hätte l immer 
gr'öfsere und gröfsere negative Werte angenommen, sodafs dem 
Punkte Pä dann das Teil Verhältnis — cxj zuzusprechen wäre. 
(Man vergleiche damit das Verhalten von tg k för a = 90".) 

Für alle Punkte aufserhalb der Fundamenfcalstrecke ist X, 
wie schon bemerkt, negativ, und zwar erkennt mau, dafs, wenn 
P aufserhalb und auf der Seite von I\ liegt, X sieh zwischen 
— oo und — 1 befindet, dafs dagegen, wenn P aufserhalb 
und auf der Seite von F^ liegt, A altemal Werte zwischen 
und — 1 besitzt. Es fragt sieh noch, welchem Werte nähert 
sich A, wenn P nach der einen oder der andern Seite der 
Geraden sich ins Unendliche bewegt? Dar 

PiP=P,P, - PP^ 
ist, so folgt: 

(2) *-|'j>;--i + 5-f ■ 

Mag sich nun P nach der einen oder der andern Seite 
hin in's Unendliche bewegen, so wird ' ^ sich immer mehr 
und mehr der Null nähern, sodafs wir in beiden Fällen den 
Grenzwert — 1 für A erhalten. 

Wir wählen daher die Ausdrucksweise, die Gerade besitze 
einen einzigen unendlich fernen Punkt, dem man sich 
in der einen oder der andern Richtung nähern kann und 
welchem das Teilverhältnis — 1 zukommt. Betrachtet man 
dann der Gleichförmigkeit des Ausdrucks wegen auch die beiden 
Grenzwerte -j- oo und — oo, die wir für das Teilverhältnis 
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von P3 erlialten haben, als zusammenfalle!! d, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 

Jedem Punkte P der Geraden entspricht eine 
ganz bestimmte (positive oder negative) Zahl, näm- 
lich sein Teilverhältnis, und umgekehrt, jeder (posi- 
tiven oder negativen) Zahl entspricht ein ganz be- 
stimmter Pnnkt der Geraden, nämlich derjenige, dessen 
Teilverhältnis gleich der gegebenen Zahl ist. 

Die Gleichung A = — 1 + —p^ liefert nämlich zu jedem 
A ein ganz bestimmtes PF^ = y V ' i ^iid damit auch einen 
ganz bestimmten Punkt P, sodafs auch die Umkehrung ge- 
rechtfertigt ist. 

Der Vollständigkeit halber stellen wir diese Verhältnisse 
noch durch folgende Tabelle 1 



ewegt sich P 


so bewegt sich ^ 


»on P, bis M 


von bis + 1 


„ M „ P, 


„ + 1 „ + « 


„ P. ,. =0 


„ — oc „ — 1 


,, ~ » Pi 


„ "I „ 



"Wählt man, wie in § 1, einen beliebigen Anfangspunkt 
und nennt die Abseisaen der drei Punkte Pj, P^, P reap, 
«1, X2, ic, 80 ist F^P = w — ■ x^ und PP^ = a-^ — x. 

Man erhält daher: 

(3) X = J-^, und folglich x = \%^' 

Gleichungen, weiche aus der Abscisse eines Punktes 
das Teilverhältnis desselben und umgekehrt zu be- 
rechnen gestatteu. 

Äufg. 1. Konstruiere die Punkte mit den Teilverhält- 
nisaen 2, \, —3, —\, —■^. 

Aufg. 2. Zeige, dafs das Teikerhältnis A eines Punktes 
P unabhängig ist von der gewählten Längeneinheit und un- 
abhängig davon, wie man die positive Richtung der Geraden 
fixiert. 

Aufg. 3. Bestimme aus den Absciseen x^ und x^ von P^ 
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§ 4. DoppelverMltnis. Harmonische Punkte. 7 

uml Ps die Abacissen der Punkte mit den Teilverhiiltiiissen 
0, 1, —1, oo, I, 2, —2, — ^ und gieb die Lage diesei- 
Punkte an. 



§ 4. Doppelverhältnis. Harmonisclie Punkte. 

Bei fielen Gelegeulieiten ist es erforderlich, gleichzeitig 
die Teil Verhältnisse zweier Funkte ins Äuge zu fassen. Seien 
also zwei Punkte S^ und S.^ gegeben, welche mit einer Fun- 
damentül st recke PjPg resp. die Teilverhältnisse: 



und 



bilden. 

Man nennt dann den Quotienten — das Doppel Verhältnis 
der vier Punkte P^, P^, S,, S^. Dasselbe ist positiv, wenn 
Si und Sg entweder zugleich innerhalb oder zugleich aufser- 
halb der Fundamentatstveeke Pj^Ps liegen, dagegen negativ, 
wenn von den beiden Punkten S^ und S^, der eine innerhalb, 
der andere anfaerhalb von Pj^F^ liegt. Wir wollen für das 
Doppel Verhältnis „'„' ■■: „'-p^ die Bezeichnung (Pj^P^S^S^) wäh- 
len, dabei aber genau auf die Reihenfolge achten, in der die 
vier Buchstaben auf einander folgen. In der Bezeichnung 
(PjP^jSiSs) bedeutet also der erste Buchstabe den Anfangs- 
punkt, der zweite den Endpunkt der Fundamentalstreeke , der 
dritte Buchstabe den ersten Teilpunkt und der vierte den 
zweiten Teilpnnkt. Wählt man demnach auf der Geraden vier 
beliebige Punkte A, B, G, B, so bedeutet (ÄBCB) das Doppel- 
verhältnis ^^ : jr^ , während .beispielsweise (B GAB) das 
Doppel Verhältnis -j-p'jrn bedeuten würde, welches man er- 
hält, wenn man die Fundamentalstreeke BC das eine Mal 
durch A, das andere Mal durch B teilt. 

Da man vier Buchstaben auf 24 verschiedene Arten auf 
einander folgen lassen kann, so geben vier Punkte zu 24 Doppel- 
verhältniasen Veranlassung, die aber nicht alle von einander 
verschieden sind. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, wo die vier 
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8 Erstes Kapitel; der Pimkt. 

Punkte Ä, B, C, I> so liegen, dafs ihr Doppelverliältnis 
{^ASOI}') = — 1 ist. In diesem Falle sagt man, die vier 
Puükte bilden eine harmonische Gruppe oder sind har- 
monische Punkte, Man nennt überdies A und S einerseits, 
C und D andrerseits, zugeordnete Punkte und erkennt, dafs 
die beiden Paare A, B und C, B einander trennen, in dem 
Sinne, dafs, wenn ein Punkt eines Paares im Innern der yon 
dem andern Paare gebildeten Strecke liegt, der zugeordnete 
Punkt notwendig aufserhalb derselben sich befinden mufs, 

Ist (ÄBCD) = — 1 , so findet man durch Ausrechnen, 
dafe auch: 
(1) (ABCB) = {ABBC) = (BAGB) = (BADC) 

(CBAB) = (CDBA) = (BCAB) = (BCBA) = — 1 

ist. Bilden also A, S, C, B eine harmonische Gruppe, in dem 
Sinne, dafs zunächst (^ABCB) = — 1 ist, so kann man nicht 
nur jeden Punkt mit dem ibm zugeordneten vertauschen, sondern 
auch die beiden Paare zugeordneter Punkte mit einander und 
erhält immer wieder eine harmonische Gruppe. Es kommt 
also bei der Bildung einer solchen nur ^darauf an, welche 
Punkte einander zugeordnet werden, nicht aber, welches Paar 
oder welcher von zwei zugeordneten Punkten eines Paares 
vorangestellt wird. Man sagt daher auch, das Punktepaar 

A, £ werde durch das Punktepaar G, D harmonisch getrennt 
und erkennt, dafs dann auch A, B durch B, C, oder C, B durch 

B, A etc. harmonisch getrennt werden. 

Ist ein Paar zugeordneter Punkte, etwa A, B, gegeben, so 
gehört zu jedem Punkte G ein ganz bestimmter zugeordneter 
^j^ 3 vierter harmonischer Punkt B. Um 

denselben zu konstruieren, ziehe man 
etwa durch A und B zwei beliebige 
Parallelen und durch C eine beliebige 
Transversale, welche diese Parallelen 
in den Punkten F und G treffen möge. 
Macht man dann B1I= BG, so führt 
die Yerbindungslinie FH zu dem vierten harmonischen Punkte 
D. In der That bilden C und B entgegengesetzt gleiche Teil- 
verhältnisse mit AB. 
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§ 4. Doppelvevhältiiiä. Harmoüische Punkte. 9 

Wir werden später noch eine acdere Koustruktion kennen 
len, welche mit dem Lineal allein ausgeführt werden kann. 
Schreibt man die Gleicliung: 



äc ad 
cb'- db" 



- 1 



in der Fom 
(2) 



AG.BB = AD.CB 



und bezeichnet mit M den Mittelpunkt ^ 



I AB, 



I folgt: 



{AM 4- MC) (BM + MB) = {AM + MD) {CM + MB). 

Berücksichtigt man aber, dafs AM= 3IB = — BM ist, 
so ergiebt sich durch Ausrechnen: 



(3) 



MA^ = 31 B' = 31 C. 31 D. 



Umgekehrt sieht man leicht ein, dafs, wenn diese Keiatiou 
, Ä, B, C, D harmonische Punkte sein müssen, denn 
die Gleichung liefert zu gegebenen Ä, B, C'nnr ein einziges D. 

Aufg. 1. Man schreibe die 24 Doppelverhältnisse der 
yier Punkte A, B, C, D auf und überzeuge sieh durch Aus- 
rechnen, dafs sie in sechs Gruppen von je vier gleichen Doppel- 
verhältnissen zerfallen. 

Aufg. 2. Mün zeige, dafs, wenn A, B, C, D eine har- 
monische Gruppe bilden, die 24 Doppelverhältnisse in drei 
Gruppen von je acht gleichen Doppelverbältniaseu zerfallen. 
Den drei Gruppen entsprechen die Werte — 1, 2, ^. 

Aufg. 3. A und B seien zwei zugeordnete Punkte einer 
harmonischeu Gruppe A, B, C, D. Man überlege an Hand 
der Figur und mit Rücksicht auf die Tabelle in § 3, wie sich 
D bewegt, wenn C die unendliche Gerade durchläuft. Wo liegt 
insbesondere D, wenn C mit A oder mit B oder mit dem 
Mittelpunkte von AB zusammenfällt? 

Aufg. 4, Bringe Gl. (2) auf die Form {x^ — x^) (Xo ~ x^) 
+ (äj — 3Tj) (a:,3 — 3:3) ^ 0, insofern x^, x«, 'x^, x^ die Ab- 
sciasen von A, B, C, J), bezogen auf einen beliebigen An- 
fangspunkt, bedeuten. Fällt insbesondere der letztere mit dem 
Mittelpunkte der Strecke AB zusammen, d. h. ist x, ^ ^ x^, 
so folgt ic/ = ic,^ = x^x^, d. h. Gl. (3). 
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10 Erates Kapitel: der Punkt, 

§ 5. Bestimmung: der Lage eines Punktes in der Ebene durch 

Koordinaten. 
Bisher liaben wir uns auf Punkte beschränkt, die auf 
einer und derselben Geraden lagen, um nun in ähnlicher Weise 
auch die Lage der Punkte einer Ebene zu bestimmen, ziehen 
wir durch einen beliebigen Punkt derselben zwei gerade 
Linien. Wir betrachten dann für die beiden Geraden im Sinne 
von § 1 den Punkt als Anfangspunkt, wählen auf ihnen 
in derselben Entfernung von je einen Einheitspunkt E und 
haben damit nicht nur für die beiden Geraden ein gemein- 
schaftliches Längenmafs OE geschaffen, sondern auch zugleich 
auf beiden eine positive und eine negative Richtung festgesetzt. 
Um die Vorstellungen zu fixieren, wollen wir die eine der 
Fig. 4 beiden Geraden, die wir die Abscis- 

senachse nennen, in horizontaler 
' Lage voraussetzen und ihre positive 

Hälfte als nach rechts gerichtet an- 

L\ , nehmen. Die andere Gerade, welche 

---»^ lo E M +Ä' die Ordinatenachse heifst, ist dann 

/ _ gegen die erste unter einem gewissen 

Winkel w geneigt, ihre positive Hälfte 

werde als nach oben gerichtet an- 
genommen. Ist jetzt ein beliebiger Punkt P der Ebene ge- 
geben, so ziehe man durch ihn zwei Parallelen TM und PiV 
zu den Achsen. Die Lage von P ist dann vollständig durch 
die Lage der Punkte M und iV^ gegeben, die wir in § 1 durch 
ganz bestimmte Zahlen zu fisiereu gelernt haben. 

Man nennt die mit ihrem Vorzeichen versehenen 
Achsenabschnitte OM. und O'N resp. die Abseisse und die 
Ordinate des Punktes P, beide zusammen seine Koordi- 
uateu. Die Ordinate OJV von P kann man auch durch die 
gleiche und gleichgerichtete Strecke MV ersetzt denken, sodafs 
man die Parallele PJV in der Figur entbehren kann. Der 
Punkt heifst der Anfangspunkt der Koordinaten, seine 
Koordinaten sind gleich 0. 

Man bezeichnet die Äbscisse eines Punktes P meistens 
mit dem Buchstaben x, seine Ordinate mit y und nennt dem- 
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g5, Bestiminuag eines Punktes durch Koordinaten. 11 

entsprechend auch die Abseissenachse die a;- Achse, die Ordi- 
nateaachse die y-Ächse. Siud mehrere Punkte gleichzeitig zu 
betrachten, so unterscheiden wir durch Indices: x, y; x^, y,; 
aTj, j/j; x', y' etc. bedeuten die Koordhiaten der Punkte P- 
P.; Pj; P' etc. 

Wir wollen die Abscisse eines Punktes immer vor der 
Ordinate nennen, sodafs z. B. „der Pnukt («, V)" der Punkt 
mit der Abseisse a und der Ordinate h ist 

Nach diesen Vorbereitungen erkennt mau jetzt die Richtig- 
keit des folgenden Satzes: 

Jedem Punkte der unbegrenzten Ebene entspricht 
ein ganz bestimmtes Zahlenpaar, nämlich seine Koor- 
dinaten und umgekehrt jedem Zahlenpaar entspricht 
ein gauz bestimmter Punkt der Ebene', nämlich der- 
jenige, dessen Koordinaten resp. jenen beiden /ableti 
gleich sind. 

Durch die beiden Koordinatenachsen wird die ganze Ebene 
in -vier Teile T, II, III, IV zerlegt. In I sind Abseisse und 
Ordinate eines jeden Punktes positiv, in 11 resp. negativ und 
positiv, in III beide negativ und in IV reap. positiv und negativ. 

Je nachdem der von den positiven Halbachsen ein- 
geschlossene Winkel w ein rechter ist oder nicht, spricht man 
von rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinaten; 
beide heiTsen auch Parallelkoordinateu oder Cartesiscbe 
Koordinaten (Cartesius 1596— IGüO). 

Natürlich gelten alle Sätze, die sieh auf schiefwinklige 
Systeme beziehen, auch für rechtwinklige, aber nicht um- 
gekehrt. Wenn daher in der Folge eine Untersuchung sich 
speziell auf rechtwinklige Koordinaten beziehen soll, so wird 
dies stets besonders hervorgehoben werden, im andern Falle 
kann man rechtwinklige oder schiefwinklige Koordinaten der 
Betrachtung zu Grunde legen. 

Aufg. 1.*) Bestimm_e die Punkte (2, 3); (—1,4); 
(-2,-1); (1, -5); iV\, -V^). 



*) Bei deu ZeicliDuagen, die zu allen Autgaben auzufertigcn sind, 
bedient man sich zweckmäfsig ein^ iu kleine Quadfatß eingeteilten 
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12 Erstes Kapitel: der Paukt. 

Aufg. 2. Durch welche Koordinaten sind die Punkte 
der a^-Achse resp. der «/-Achse ausgezeichnet? 

Aufg. 3. Welche Beziehung besteht zwischen den beiden 
Koordinaten eines Punktes, der auf einer der beiden Geraden 
liegt, welche die Winkel der Achsen halbieren? 

Aufg. 4. Durch welche Koordinaten sind die Punkte 
einer Geraden charakterisiert, welche zur A'-Aehse resp. !/-ÄchEe 
parallel ist? 

Aufg. 5, Durch sei eine beHebige Gerade gezogen. 
Welche Relation besteht dann zwischen den Koordinaten X-^, j/^ 
und x^, y^ zweier Punkte Pj und P^ dieser Geraden? 

Aufg, 6. Welches ist die gegenseitige Lage der Punkte 
(a, 6); (-0, -!.);(-«, !.); («, -!.)? 

Aufg. 7. Ein Punkt P besitze die Koordinaten x, y. 
Wie heifsen seine Koordinaten, wenn man die Achsen rieh tun gen 
wechselt, oder wenn man die frühere positive ^c-Achse neuer- 
dings zur positiven j/-Achse uud die frühere positive 7/-Achse 
neuerdings etwa zur negativen a;-Achse wählt, oder wenn man 
die Achsen irgendwie anders vertauscht? 



§ 6. Koordinatentransformatiou durch Verlegung des 
Anfangspunktes, i ParallelverscMehung.) 

In einem beliebigen Koordinatensysteme mit dem Anfangs- 
punkte seien zwei Punkte P und 0' mit den Koordinaten 
, X, y resp. a, b gegeben. Man lege 

^„' durch 0' ein neues Koordinateu- 

. ^2' System, dessen positive Halbachsen 

parallel und gleichgerichtet mit den 
/ ,' positiven Halbachsen des alten 

"Jö'' üjy +x' Systems sind, sodafs das eine System 
mit dem andern nach Lage und 
1 M ^--i' Richtung der Halbachsen durch 
blofse Parallelverschiebuug zur 
Deckung gebracht werden kann. Der Punkt P besitzt dann 
in Bezug auf das neue System zwei Koordinaten O'M' uud 
O'Jv', die mit x' und y' bezeichnet werden mögen. Dem 
entsprechend wollen wir die neuen durch 0' gehenden Achsen 
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auch die a:'- Achse und j/'- Achse nennen. Aus der Figur ent- 
nimmt man dann, da in Bezug auf Gröfse und Richtung 
0'M'=AM = 03I^0Ä und 0'X^BN = ON-OB iat^ 
die llelationen: 

(1) a:'= X — ß, y = y — ^, 
oder: 

(2) x = X-{-ü, y = ,j + h. 

Äufg. 1. Man überzeuge sich, dafs diese Relationen 
zwischen den alten und den neuen Koordinaten stets gelten, 
in welchen der vier Teile der Ebene auch 0' uud P liegen 
und welche gegenseitige Lage sie anch zu einander haben 
mögen. 

Aufg. 2. In einem rechtwinkligen Koordinatensysteme 
seien die Koordinaten eines Punktes (x, y) durch die Relation 
x^ -\- y^ =^ r^ verbunden. In welche Relation verwandelt sich 
diese, wenn man bei unveränderten Achsenrichtungen den 
Punkt {p, q) zum Anfangspunkte wählt? 

§ 7. Polarkoordinaten, 
In Bezug auf eiu rechtwinkliges Achsenkreuz sei ein 
Punkt P durch seine Koordinaten 031= x, ON^^y gegeben. 
(In der Figur sind absichtlich zwei 
Punkte mit denselben Bezeich- '^ 

nungen gewählt, damit man er- p Ly 

kenne, dafs die folgenden Erörte- ;\ j 

rungen von der speziellen Lage 1 \ ^ ">^^ 

des Punktes ganz unabhängig sind. 1 Vr^f, '""'^^ 1 

Der Leser möge also den einen ' \ ,.- iM ! 

oder den andern der beiden Punkte J*^^ .'^ ^^ +^ 

der Betrachtung zu Grunde legen.) 

In dem rechtwinkligen Dreiecke OMP sind die beiden Katheten 
OM=x, MF =^ y\ die Hypotenuse, also die Entfernung des 
Punktes P vom Anfangspunkte, werde mit r und der Winkel, 
welchen r mit der positiven a;-Achse einsehliefst, mit u be- 
zeichnet. Dabei wollen wir genauer unter u den Winkel ver- 
stehen, um den sich die positive a:-Achse im positiven Sinne 
drehen mufs, um mit dem Halbstrahle OF zusammenzufallen. 
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14 Erstes Kapitel: der Punkt. 

Unter dem positiven Drehungssiune verstehen wir dabei 
ein für allemal deujenigen, um welchen die positive aJ-Acbse 
um den Anfangspunkt sich dvehen mufs, um, den ersten 
Quadranten durchstreichend, nach der positiven y-Achse zu 
gelangen. 

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke OMP folgt jetzt: 
(1) 3,' = rcos«, y = csiu((, 

und diese Gleichungen gelten, in welchem der vier Quadranten 
auch P angenommen werde, wenn man nur berücksichtigt, 
dafs cos u und sin m in den vier verschiedenen Quadranten 
dieselben Vorzeichenkombinationen darbieten, wie x und y. 

Die EntfernuDg r werde dabei stets als positiv angesehen. 
Aus den Gleichungen (1) ergiebt sieh durch Auflösen; 

(?) y = Yx^ +/, cos H = y , sin n=~, tg h = -;^ , 

wie auch unmittelbar die Figur zeigt. 

Man nennt r und u die Polarkoordinaten von P, 
speziell r den Radius Vektor, u die Anomalie von P. Die 
Gröfsen r und u bestimmen die Lage von P ebenso eindeutig, 
wie X und y. Es folgt dies direkt aus der Figur, aber auch 
daraus, dafs sich vermöge der Gleichungen (1) und (2) x und 
y durch r und u und umgekehrt in eindeutiger Weise be- 
stimmen lassen. Der Radius r kann alle Werte von bis oc 
annehmen, die Anomalie m alle W'erte von 0" bis 360". 

Äufg, 1. Wo liegen alle die Punkte, für welche r = a, 
oder alle diejenigen, für welche u ^ »„ ist, insofern a und u„ 
gegebene, feste Werte besitzen? 

Aufg. 2. Welches sind die Polarkoordinaten der Punkte 
(2,0); (0,3); (-4,0); (0,-1); (3,-3); (1,1); (—2,2)? 

Aufg. 3 Welches sind die rechtwinkligen Koordinaten 
der Punkte, deren Polarkoordinaten resp. r^l, !(^45"; 
r = 3, ^! = 210"; *■ = 2: u = 315° sind? 

§ 8. Aus den rechtwinkligen Koordinaten zweier Punkte P 
and P, ihre Entfernung and die Neigung ihrer Verbindungs- 
linie gegen die x-Achse zu bestimmen. 
Die als positiv gedachte Entfernung PP^ werde mit d 
bezeichnet, der Winkel, den PP^ mit der positiven Richtung 
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§ 8. VerbioduDgelinie zweier Punkte. 15 

der a-'- Achse bildet, mit (p. Dabei wollen wir gecauer unter 
dem Winkel, den eine Gerade mit der positiven Richtung der 
X-Achse bildet und der also die Rich- 
tung der Geraden bestimmt, denjenigen '" 
Winkel verstehen, welchen die a;-Aehse, 
im positiven Sinne um ihren Schnitt- 
punkt mit der Geraden sieh drehend, 
beschreiben mufa, nm in die Lage 
jener Geraden zu gelangen. Der Win- 
kel qi wird auch kurz der Neigungs- y '" '"' ^"^ 
Winkel der Geraden genannt. 

Wir legen durch P als Anfangspunkt ein neues Koordi- 
natensystem parallel und gleichgerichtet mit dem alten (g 0). 

Sind dann x, y und x^, y-^ die gegebeueu, auf das alte 
System bezogenen Koordinaten von P und Pj, so werden jetzt 
die Koordinaten von P^ in Bezug auf das neue System lauten: 
x'^:'\ — X, y'= j/i — y. 

Da aber jetzt gleichzeitig die zu bestimmenden GrÖfsen d und 
fp im Sinne von § 7 die Poiarkoordinaten von P, in Bezug 
auf das neue System sind*), so ist: 

(1) ,?=V'x'=+ j/'-, tgy= ^., folglich: 

(2) d = y'(^7- x)-^-+-(V, - yj, tg ,, = J^ I-| . 

Durch diese Formeln werden mit Berücksichtigung der 
für <f> getroffenen Festsetzung d und (p eindeutig bestimmt. 
Zu beachten ist noch, dafs die Formeln sich nicht ändern, 
wenn man x^, y^ resp. mit x, y vertauscht; es ist daher gleich- 
gültig, welchen der beiden Punkte man als ersten betrachtet. 

Aufg. 1. Mau bestimme die Entfernung der beiden Punkte 
(5,-3); (—2,1) und den Winkel rp ihrer Verbindungslinie. 



*) Nach der TOrhergehendeu Festietzung bedeutet tp immei' eine» 
Winkel Kwisclien 0" und 180". Unter Umständen if-t daher die Anomalie 
von Pi in Bezug auf das neue System nicht qu, sondern 180" -\- fi\ da 
aber tg (180° + g;) ^ tg q; ist, so gelten die Formeln für d und tgcp 
doch ganz allgemein. 
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Aufg. 2. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks 
seien (2,1); (—5,3); (1, —4). Man bestimme die Längen 
und die Kiehtungen der drei Seiten. 

Aufg. 3. (x^, Pi) und {x^, P-j) seien zwei feste Punkte. 
Welche Gleichung mufs zwischen den Koordinaten x, y eines 
Punktes bestehen, damit derselbe von jenen beiden Punkten 
gleiche Abstände habe? Wo liegen alle diese Punkte? 

Aufg. 4. Auf der 3;-Aehee seien die beiden Punkte A 
und Ä', mit den Abscissen a und — a, auf der y-Achse B 
und B', mit den Ordinaten 6 und — b, gegeben. Man bestimme 
die Richtungen der Seiten des Parallelogramms ÄBA'B'. 

§9. Aus den gegebenen Koordinaten x^, ij, und x^, y^ zweier 

Punkte Pj und P^ die Koordinaten x, y desjenigen Punktes P 

der Verbindungslinie zu finden, der mit der Strecke P; P^ ein 

gegebenes Teilverhältnis X bildet. 

Da das Teilverhältnis A unabhängig davon ist, welche 

Richtung der Geraden PjPs i^^i ^^^ die positive ansieht 

p. g (§ 3, Aufg. 2), so wollen wir uns einer 

^ : B- besonderen Festsetzung darüber enthalten 

1 ü/* ^'^^ ^"^ in Rücksicht ziehen, dafs Strecken, 
N''"S^^^""-lc- ^^^ ^'^ entgegengesetztem Sinne durchlau- 
Jp-^'jQ" r fen werden (wie etwa B^T^ und B^B^, 
I I ' 1 mit entgegengesetzten Zeichen zu ver- 

-hrjj-i^ '-\f sehen sind. 

' ' ' ^ Eine aufmerksame Betrachtung der 

Figur zeigt nun, dafs mit Rücksicht sowohl auf die absoluten 
Längen wie auf die Vorzeichen der betreffenden Strecken die 
Proportion gilt; 

B, B -.BB^^^ M^M : 313/, = A', N : A'A'., 

d. h. dafs JI/iJ/j durch M und K^K^ durch N in demselben 
Teil Verhältnis A geteilt werden, wie B^B^ durch B. Nach §3 



Yjt-- - und dem ent- 
sprechend das y von N gleich ^^V"/- ■ Es sind daher 



ist dann aber das x von M gleich 
sprechend das y von N g 
die Koordinaten von B: 
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§10. Idhält des Dreiecks ÜP,P,. 17 

Umgekehrt findet man hieraus wieder: 

Die Gesamtheit der durch (l) definiertea Punkte, d. h. die 
Punkte der Geraden Pt-Pa, nennt man eine Punktreihe. 

Far A ^ 1 erhält man die Koordinaten des Mittelpunktes 
der Strecke P.P^, nUmlieh ^l±^ ^ ^'-^■^■\ 

Aufg. 1. Man bestimme die Teilverhältuisse der beiden 
Punkte, in denen die Gerade F^F^ die Achsen schneidet. 

Anfg. 2. Ein Dreieck ist gegeben durch die Koordinaten 
(2,5); (—3,7); (1,-2) seiner Ecken. Man bestimme die 
Koordinaten der Mittelpunkte der Seiten, 

Aufg. 3. Der Schwerpunkt S einer Dreiecksfläche teilt 
die Verbindungslinie P^Bi einer Ecke P^ mit dem Mittel- 
punkte Tl^ der Gegenseite bekanntlich in dem Verhältuisse 2 : 1, 
Man soll die Koordinaten von S aus den Koordinaten a;^,^,; 
^at Vit ^3' ^3 ''"^ -^i' -^äi ^3 berechnen. 

Aufg. 4. Mau suche für das Dreieck (2,-5); (1,2); 
( — 3, 4) die Koordinaten des Punktes, in welchem sich die 
Verbindungslinien der Ecken mit den Mittelpunkten der Gegen- 
seiten, die sogenannten Mittellinien, trefifeu. (Der gesuchte 
Punkt ist der Schwerpunkt.) 

Aufg. 5. Durch die Ecken (a;,, «/[); {x^, y-^\ (%, y^ 
eines Dreiecks ziehe mau Parallelen zu den Gegenseiten und 
bestimme die Koordinaten der Ecken des so entstehenden 
Dreiecks. 

Aufg. 6. In welcher Beziehung steht der Punkt (x, y) 

zu dem Punkte \^^-i, j^^Ti)-'' 

§ 10. Den Inhalt des Dreleeks zu bestimmen, welches der 

Anfangspunkt mit zwei Punkten Pj und P^ bildet, 

Die Punkte P^ und Pg mögen die rechtwinkligen 

Koordinaten x^, j/^; x^, y^ und die Polarkoordinaien r^, «,; 

r^, «a besitzen. Sei zunächst u.,'> ti., sodafs die Punkts 
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Erstes Kapitel: der Funkt. 

Pj, wie in der Figur, im positiTen Drehungasinne aufeiD- 
folgen. Dann ist der Inlialt Jdes Dreiecks OP^P^ gleich: 

Fig- s. J^ ^ r^r^ sin (v^ — Wj) 

A~ ^ ^r^r^^smu^ cosuj — cosm^ sin«,) 

/ ] \ \ oder mit Rücksicht auf die Formeln (2) 
/ l^y von § 7: 

-^^,M,^^■ d.h.: ' ' ' ' 

{!) •^^ii^iVi — ^äj/i)- 

Ist dagegen Wi>Ma, d. b, folgen die Punkte 0, Pj, P, 
im negativen Drehungssinne aufeinander, so ist: 

J = ^r^r^ sin («, — Wj) 
und man erhält alsdann: 

(2) J"= |(a'a!/i — Xiif,) = — -iCa:,^, — %yj. 

Um nun diese lästige Unterscheidung, ob u^ gröfser oder 
kleiner ist als «,, zu vermeiden, wollen wir ein für allemal 
festsetzen, dafs der Inhalt des Dreiecks OPiP^ (man beachte 
die Reibenfolge der Buchstaben) durch die einzige Formel: 

(3) J=i('^iyir — ^2!/i) 

gegeben werde. 

Diese Festsetzung enthebt uns dann aber nicht nur jener 
Unterscheidung, sondern sie liefert zugleich eine thatsächliche 
Vervoilständigung unsrer Erkenntnis: 

Der absolute Wert des Ausdrucks -^(a^iJ/a ~-:^3!/i) giebt 
una den absoluten Flächeninhalt des in Rede stehenden Drei- 
ecks an; gleichzeitig aber belehrt uns, ohne dafs wir nötig 
haben, die Figur anzuschauen, das Vorzeichen des Ausdrucks, 
in welchem Sinne die Punkte 0, Pj, Pg aufeinander folgen. 
Ist nämlich ^(Xjt/^ — ^lyi) positiv, so ist dies ein Zeichen 
dafür, dafs die Punkte 0, P,, Pg im positiven Sinne auf- 
einander folgen; ist dagegen dieser Ausdruck negativ, so 
schliefsen wir, dafs das Dreieck im negativen Sinne durch- 
laufen wird, wenn wir von über P^ nach P^ gelangen. 

Liegen die Punkte 0, P,, Pa in einer Geraden, so ist 
Xijf^ — x^yi ^ und umgekehrt. 
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Inhalt de» Dreiecks P, P^ P.^ . 



19 



Aufg. 1. Man zeichne verschiedene Dreiecke OI\P.^ (mit 
Berücksichtigung aller Quadranten) und übe sich, das Vorzeichen 
der einzelnen Dreiecke jedesmal aus der Figur abzulesen. Die 
Dreiecke F.^ P[ haben dann immer das entgegengesetzte 
Zeichen. 

Aufg. 2. Zeige, dafs infolge unsrer Festsetzung der In- 
halt des Dreiecks OP^P^ duret ^{3^2^! '~ ^iVs) dargestellt wird. 

Aufg. 3. P^ und Pj mögen die Koordinaten ^5, 1 und 
3,4 besitzen. Berechne den Inhalt des Dreiecks OP^Pg und 
diskutiere das Vorzeichen. 

Aufg. 4. Berechne den Inhalt des Dreiecks (0, 0); (a, 0); 
(0, 6). 

Aufg. 5. Pj habe die Koordinaten 2, 3-, auf welcher Seite 
der Geraden OPi liegt der Punkt P^ mit den Koordinaten 4, 3? 

Aufg. 6. Drücke die Bedingung dafür aus, dafs der 
Punkt mit den Koordinaten x, y auf der Verbindungslinie von 
mit (x^, y^) liegt. 

Aufg, 7. Beweise, dafa bei schiefwinkligen Koordinaten 
mit dem Achsenwinke) w der Inhalt des Dreiecks OP^P^ durch 
ii^iVi — :rayi) sin w dargestellt wird. Es ist nämlich, wenn 
dieselben Bezeichnungen wie im Texte benutzt werden: 



I -?' 



§ U. Den Inhalt einea beliebigen Dreiecks PiP^Px ans den 
Koordinaten der Ecken zu berechnen. 

Man verbinde die drei Punkte P,, P.^, P^, deren recht- 
winklige Koordinaten resp. x^, y^; x^, y^; x^, y^ seien, mit 
dem Anfangspunkte 0, so ^,^^ 

erhält man drei Dreiecke ^y 
OP,P^, OP^P^, OP,P„ J^ 

deren Inhalt resp. durch: \p^ '' .' 

tO^i^ü - a^ai/i), / , ■-.. \ 

Ka^y, —x^y^) " *^' !'' 

bestimmt ist. Nimmt man nun jedes der Dreiecke mit dem 
ihm zukommenden Vorzeichen und bezeichnet den Inhalt der 
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20 Erstes Kapitel; der Punkt. 

Dreiecke T^P^Fi, OP^P^, OF.iP^, OF^Py kurz mit J,Jii,-hi, 

J31, so zeigt eine aufmerksame Betrachtung der Figur, dafs 
stets, wie auch das Dreieck P^P^P^ Hegen mag, die Glei- 
chuag gilt: 

(1) J-Ju + ^., + ^„, 

wenn nur die Vorzeichen richtig beachtet werden, und daCs 
ferner / positiv oder negativ ausfällt, je nachdem P^, P,, Pj 
im positiven Sinne (wie bei der ersten Figur), oder im nega- 
tiven Sinne (wie bei der zweiten Figur) aufeinander folgen. 

Indem wir so für den Flächeninhalt J des Dreiecks 
P^F^P^ (man beachte die Reihenfolge der Buchstaben) stets 
die Formel erhalten: 

(2) J= \{x^y^ — «aj/i + x^y. — %)/ä + x^y^ — x^^y^), 

erkennen wir, dafs uns dieser Ausdruck für J nicht nur durch 
seinen absoluten Wert den absoluten Fiächeniahalt des Drei- 
ecks angiebt, sondern auch gleichzeitig durch sein Vorzeichen, 
in welchem Sinne die drei Punkte F^, Pj, Pj aufeinander 
folgen. Die in § 10 getroffene Festsetzung macht also unsere 
Formeln inhaltsreicher. 

Anmerkung. Bei dem Bau der für J gefundenen Formel 

tritt eine gewisse Gesetzmäfsigkeit zu Tage, der wir noch 

vielfach begegnen werden und die namentlich auch für das 

Gedächtnis eine Erleichterung bietet. Man bemerkt nämlich, 

PI ji dafs die beiden Summanden x^y^ — x^y^ und 

? ^'3^1 — *i^3 dadurch aus dem ersten Summanden 

Z' \\ x^y^ — x^y^ hervorgehen, dafs man die Indices 

I ) 1, 2, 3 durch 2, 3, 1 beziehungsweise 3, 1, 2 

■^^__^/l ersetzt. Die nebenstehende Figur rechtfertigt die 

'~~-^^ Bezeichnung „cyklische Vertauschung" der Indices. 

Aufg. 1. Man leite die Formel für J dadurch ab, dafs 
man durch Pj ein neues Achsensystem parallel und gleich- 
gerichtet mit dem alten einführt und dann auf die neuen 
Koordinaten xl= x^^— x^, y^ = y^ — y^ und x^'= x^ — x^, 
yi = yi — J/s von P[ und P^ die Formel J=iixj'yi' — ■^/j/i') 
anwendet. 

Aufg. 2. Man lege durch einen beliebigen Punkt 0' mit 
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den Koordinaten a, b ein neues Achseusystem parallel und 
gleichgerichtet mit dem alten und beweise, dafs in dem neuen 
Systeme die Formel für J genau denselben Flächeninhalt ergiebt, 
wie in dem alten, dafs dieselbe also von dem Koordinaten- 
ajateme imabhäugig ist. 

Aufg. 3. Man bestimme den Inhalt des Dreiecks (3, 1); 
\i, — 2); (— 1, — 2) und diskutiere das Vorzeichen. 

Aufg. 4. Man Überzeuge sich, dafs die Dreiecke F2P3P1 
und PjPiPg dasselbe Vorzeichen haben wie P^PiF^, dafs da- 
gegen den Dreiecken PjP^F.^, F^V^F^, FsP^Pi Jas entgegen- 
gesetzte Zeichen zukommt. 

Aufg. 5. Welche Bedingung mute zwischen den Koordi- 
naten der drei Punkte F^, P,, P.., stattfinden, damit diese in 
einer Geraden liegen? 

Aufg. 6. Beweise, dafs für schiefwinklige Koordinaten 
der Inhalt des Dreiecks F^F^F^ durch: 

^{x^y^ — x^y^ + x.,y^ — x^y, + x^y, — x,if^)ainw 
ausgedrückt wird (§ 10. Aufg. 7). 

§ 12. Folgerungen. Kriterien für die Lage eines Punktes in 
Bezug auf eiae Gerade. 

In einem rechtwinkligen Koordinatensysteme sei eine 
Crerade durch die beiden Punkte Pj, Pj gegeben. Dieselbe 
zerlegt dann die ganze Ebene in zwei ^^ ,j 

Teile, die wir auf Grund unsrer Fest- ^ /"p~X 

Setzungen in folgender Weise von ein- ' '^ ' ■-,^ 

ander zu unterscheiden im Stande sind. ; ..,'^/ 

Alle Punkte P auf der einen Seite der 1 p > 
Geraden sind dadurch ausgezeichnet, dafs J....-''''^- 
in dem zugehörigen Dreiecke die Ecken /• ii 

Pi, Pj, F im positiven Sinne, alle "~r^ " +a 

Funkte F auf der andern Seite der 

Geraden dadurch, dafs in dem zugehörigen Dreiecke die Ecken 
Pj, P^, P im negativen Sinne aufeinander folgen. Wählen 
wir daher auf der ersten Seite, die wir kurz die positive 
nennen wollen, einen beliebigen Punkt P mit den Koordinaten 
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X, y und bilden (indem wir jetzt x^, y^ durch x, y ersetzen) 
den Ausdruck: 

(1) J = \{x,y^ ~ x^y, + x^y — xy^ + xy, — x^y), 

so wird dieser Ausdruck allemal positiv 'ausfallen; nehmen 
wir dagegen einen Punkt P mit den Koordinaten x, y auf 
der andern Seite, die wir als die negative bezeichnen können, 
so wird der entsprechende Ausdruck stets mit dem negativen 
Zeichen behaftet sein. Wir besitzen also in dem Ausdrucke: 

^i^a — ^iVt + ^iV — ^y-j + ^J/i — ^iV' 
dem wir auch die Form: 

KVi — yt' ~ yi^i — ^i) + ^iVi— ^iVi 
geben können, ein wichtiges Unterscheidungs mittel für die 
beiden Seiten der Geraden P^P^. Für jedes Wertepaar x, 'y 
nimmt der charakteristische Ausdruck einen ganz bestimmten 
Wert an und zwar einen positiven für alle Punkte der einen 
Seite, einen negativen für alle Punkte der andern Seite. Be- 
deutet {x, y) einen Punkt der Geraden JP^P^ selbst, so wird 
der Ausdruck (der ja den doppelten Flächeninhalt des ent- 
sprechenden Dreiecks darstellt) allemal Null, und umgekehrt, 
wenn der Ausdruck gleich Null wird, so ist dies ein sicheres 
Zeichen dafür, dafs der Punkt (a;, y) auf der Geraden liegt. 
Es ist daher: 

(2) x{y^ — y^) - y{x, — x,) + x^y, — x,y, = 

eine Gleichung, welche allemal, aber auch nur dann, 
erfüllt wird, wenn x, y die Koordinaten eines Punktes 
der Geraden bedeuten. 

Aufg. 1. Beweise, dafs der zuletzt ausgesprochene Satz 
auch unverändert für schiefwinklige Koordinaten gilt. 

Anfg. 2. Pi, Psi -P mögen die rechtwinkligen Koordi- 
naten 2, 5; —3,4; 1, 1 haben. Auf welcher Seite der Ge- 
raden P^P^ liegt der Punkt P? Liegt der Anfangspunkt 
auf derselben Seite? 

Aufg. 3. Prüfe, ob die Punkte (1, - 1); (—2,5): (7, --6); 
{\, — 2) auf der Geraden PjP^ der vorhergehenden Aufgabe 
liegen. 
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Äufg. 4. la welclieii Punkten trifft dieselbe Gerade P,Pa 
die Achsen und die Winkelhalbierenden derselben ? (§ 5, 
Aufg. 2 und 3.) 

Aufg. 5, Welcher Gleichung genügen die Koordinaten 
eines jeden Punktes der Geraden PiP-,, wenn P, und Pj resp. 
die Koordinaten 4, 2 und — 3, 7 haben? 

§ 13. Den Inhalt eines Vielecka aus den Koordiaaten seiner 
Ecken zu berechnen. 



, F„ mögen die rechtwii 



Die w Ecken P, 
Koordinaten Xi, y,; x^, t/^; . . . . x„, y,, 
besitzen. Verbindet man, wie in § 11, 
die n Eckpunkte mit dem Anfangspunkte 
0, so erhält man n Dreiecke OP^P^, 
OP^P,,.. OP„P^. Bei genauer Be- 
rtieksiclitiguDg der Vorzeichen alier 
dieser Dreiecke ergiebt sieh, als ein- 
fache Ausdehnung der in § 11 ge- 
wonnenen Resultate, für den Inhalt J 
die Gleichung: 

(1) J=OP^Ps-i- OP3P, -j h OP„P„ 

d. h.: 

(2) J=>= ^ {x-^y, — x^y^ -f «aj/s — ^iVi + ■ ■ ■ 

+ x,-^y„ - x.ijn-i + x^y, - «.yn ) , 
und zwar ist dieser Ausdruck positiv oder negativ, je nachdem 
die Punkte P,, P^t ■ ■ • ^n ^^ positiven oder im negativen 
Sinne aufeinander folgen. Die für J gefundene Formel bleibt 
bestehen, auch wenn das Vieleck einspringende Ecken hat 
oder ein überschiagenes ist. 

Aufg. 1. Man beweise (wie % 11, Aufg. 2), dafs die 
Formel fiSr J" von dem Koordinatensysteme unabhängig ist. 

Aufg. 2. Bestimme den Inhalt des Vierecks (1, 2); 
(-3,4); (-:, -1); (3,-2). 

Aufg. 3. Beweise, dafs für schiefwinklige Koordinaten 
in dem Ausdrucke für ef einfach der Faktor sin w hinzutritt. 

Aufg, 4. Bestimme für schiefwinklige Koordinaten («'=^60°) 
den Inhalt des Vierecks (2, 1); (4, — 3); (—2, —5); (— 1, 4). 



yGoosle 



24 Erstes Kapitel: der Punkt. 

Ä'ufg. o. Bestimme für rechlwinklige Koordinatenachsen 
den Inhalt des Ächtecks: 



(-if 



-^-)' 




§ 14. Bestimmuiig des Abstandes eines Punktes von einer 
Geraden. 
Die Lage einer Geraden ist vollständig bestiaimt, wenn 
man ihren Abstand d vom Anfangspunkte eines beliebigen 
Fig. 14. Koordinatensystems und den 

Winkel a kennt, welchen d 
mit der positiven Richtung der 
a:-Achse einschliefst. Unter a 
verstehen wir dabei genauer 
denjenigen Winkel zwischen 0" 
^ j, und 360", um den sich die posi- 
^' ti?e 3;-Ächse im positiven Sinne 

drehen mufs, um mit dem durch 
die Richtung von OR = d bestimmten Halbstrahle zusammen- 
zufallen. Der Abstand ä, den wir stets als positiv ansehen. 
Ecbliefst dann mit der positiven »/-Achse den Winkel ß^w — a 
ein, insofern w den Achsenwinkel bedeutet. 

In der Figur ist FQ der zu bestimmende Abstand d des 
gegebenen Punktes P, mit den Koordinaten x, y, von der durch 
S und « bestimmten Geraden, Man liest dann unmittelbar die 
Relation rf = OB — OS = d — OS ivb. Nun ist: 

OS'^OK+ES'^^ 0K-{- ML. 

Aus den rechtwinkligen Dreiecken OME, mit dem Winkel « 

bei 0, und MLP, mit dem Winkel ß bei JW, folgt dann aber: 

0K-= OM cos a = X cosK, 

ML = MF cos /3 = y ens ß, 



also: 

and daher: 



OÄ==3;cosa + ^co3^ 
d ^ — (z cos u -\- y cos ß ~ ö). 
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Hätten wir in der Figur den Punkt P auf der andern 

Seite der Geraden gewählt, so wäre bei analoger Bezeielinung 
d^ OS — Olt, und wir hätten dann die Formel: 

(2) rf= + (a;cos« + y<:os^-d) 
erhalten. 

Um nun diese [JntersehoidiiDgen zu vermeiden, wollen wir 
ein für allemal festsetzen, dafs der Abstand eines Punktes P, 
mit den Koordinaten x, y, von der durch 6 und a charak- 
terisierten Geraden durch die einzige Formel: 

(3) d=-(xa„^ + yc«>ß-i) 

gegeben werde. Auch hier enthebt uns diese Fests t un n ht 
nur jener lästigen Unterscheidung, sondern sie ma 1 1 h d e 
Formel inhaltsreicher: durch den absoluten We t n 7 
halten wir die absolute Länge des gesuchten Abstand s i 1 
zeitig aber giebt uns das Vorzeichen von d an, auf welcher 
Seite der Geraden der Punkt P liegt. Ist d positiv, so be- 
findet sich P auf derselben Seite wie der Anfangspunkt 0, 
die von P und gefällten Lote d und S sind dann gleich- 
gerichtet; ist d dagegen negativ, so Jiegt P auf der entgegen- 
gesetzten Seite, d und 8 sind entgegengesetzt gerichtet. Die 
Gerade trennt also die Punkte, für welche der Ausdruck: 

(? = — (a; cos a + !/ fos ß — ö) 
einen positiven Wert besit/.t, von denjenigen, für welche er 
einen negativen Wert annimmt. 

Die Punkte der Geraden seihst, und nur diese, sind durch 
d^O ausgezeichnet. Der Ausdruck x cos a -{- y cos ß — S 
verschwindet daher jedesmal, aber auch nur dann, wenn 
X, y die Koordinaten eines Punktes der Geraden sind, oder: 

Die Gleichung x cosa -\- y cos ß ^ S ==0 ist eine 
Gleichung, welche von den Koordinaten x, y eines 
jeden Punktes der Geraden, aber auch nur von solchen, 
erfüllt wird. 

Ist das Koordinatensysteuj rechtwinklig, also ß = 90" — a, 
so ist d'= — (x cos K -|- j/ sin « — S), und die eben besprochene 
charakteristische Gleichung lautet dann: 

X cüs K + y sin ß — d ^ 0. 
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Aufg. 1. Diskutiere die Lage der vier Geraden, welche 
durch ö = 5 und resp. « = 30", 120", 210" und 300" aus- 
gezeichnet sind. 

Aufg. 2. lu einem rechtwinkligen Systeme sei eine Gerade 
durch iJ ■= 2, C03 « ^ 1 , sin ß = -f bestimmt. Welchen Ab- 
stand von ihr hat der Punkt (^3, 5)? Interpretiere das 
Zeichen. 

Aufg. 3. Welcher Gleichmig genügen die Koordinaten 
eines jeden Punktes der vorhergehenden Geraden? 

Aufg. 4. Liegen die Punkte (1, 1); (—2, 6); (3, —2) 
auf jener Geraden? 

Aufg. 5. In welchen Punkten trifft jene Gerade die 
Achsen und die beiden Winkelhalbierenden derselben? 

§ 15. Übergang von einem rechtwintligen Achsensysteme zu 
einem scMefwinkligen. 
Durch den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems seien zwei Strahlen Ox und Oy gezogen, welche 
wir als die positiven Richtungen eines schiefwinkligen Koordi- 
natensystems auffassen wollen. Ox und Oy mögen mit der 
positiven Richtung der j:-Achse die Winkel c und ß bilden, 
worunter, wie in § 7 und § 14, genauer diejenigen Winkel 
verstanden werden sollen, um welche sich die positive a;-Achse 
im positiven Sinne drehen mufs, um resp, mit den Halb- 
strahien Ox' und Oy' zusammenzufallen. 

Die Koordinaten eines beliebigen Punktes P seien in Bezug 

auf das rechtwinklige System OM^x, MP^y, in Bezug 

auf das schiefwinklige System OM' = x, M' P '= y. Man 

üig, 16, soll den Zusammenhang zwischen den 

^y< *y' f rechtwinkligen und den schiefwinkligen 

:\ Koordinaten von P angeben. Aus der 

I I / ■ Figur folgt: 

L^Ü?^ y=MP=QM-+IlP 

Die rechtwinkligen Dreiecke OQM', 
mit dem Winkel « bei 0, uud M'BP, mit dem Winkel ß bei 
M', lassen aber erkennen, dafs: 
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g 16. KoordinatentTBurformation. 27 

0Q-= x' cosa, QM'=x' siaa, 
M'R =y' cosß, RP = y' sm/3 
ist. Es ergeben sich daher die'TransformatioQstbrmeln: 
Z'=3f cos a + y cos ß, 
y = x sin a -j- y' siu ß. 
Für j3 = 90" + « ist das System Oa:', Oy ebenfalls eiu recht- 
winkliges, und man erhält dann: 

X =^ x' cos a — y sin u, 

2) , . . , ' 

y ^ X am (t + j/ cos or. 

Aufg. 1. In einem rechtwinkligeaAchsensysteine mögen die 
Koordinaten eines Punktes der Relation x^ -^-y^ ^r^ genügen. 
In welche andere Relation verwandelt sich diese, wenn man 
als neue Achsen Ox und Oy die Winkelhalbierenden der 
alten Achsen wählt? (Da « ^ 45", so hat mau einfach; 

zu setzen.) 

Aufg. 2. lu einem rechtwinkligen Systeme mögen die 
Koordinaten eines Punktes der Relation X' — y^=^a' genügen. 
In welche andere Relation verwandelt sieh diese, weun man, 
wie bei der vorhergehenden Aufgabe, wieder die Winkel- 
halbierenden als neue Achsen wählt? 

Aufg. 3. In einem rechtwinkligen Bysteme mögen die 
Koordinaten eines Punktes der Relation ^ -|- y^ ^ 1 genügen. 
Man wähle ein neues schiefwinkliges Aehsensystem, dessen 
Winkel a und ß durch die Relation: 

'-=^'J + ^.^-^ = » 

mit einander verbunden sind. Zeige, dafs die iiwischen x und 
y bestehende Gleichung in -.-; + ^.i ■= 1 übergeht, insofern 

zur Aijkürzung - -_. -|- — ,-,- = -.,' — j f- vy =h-« S^ 

setzt wird. 
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Zweites Kapitel. 

Die gerade Linie. 

§ 16. Definition der Gleichung einer Geraden. Die Gerade 
sei Tjestimmt durch zwei Punkte. 
Wir sahen iu § 12, dafs, wenn in einem rechtwinkligen 
Koordinatensysteme eine Gerade durch zwei Punlite P, und P^ 
gegeben ist, allemal eine Gleichung, nämlich: 
(1) x{yi — t/j) — ?/{x^ — «a) + x^y^ - x^y, = 0, 

existiert, welche befriedigt wird von den Koordinaten x, y eines 
jeden Punktes P der Geraden, und nur von diesen. Die geo- 
metrische Bedeutung dieses Satzes ist dabei die folgende: Die 
linlip Seite der Gleichung stellt den doppelten Flächeninhalt 
des Dreiecks P^P2P dar und wird daher allemal, aber auch 
nur dann, verschwinden, wenn der Punkt F auf der Geraden 
P^P-i liegt- Sonst bat die linke Seite der Gleichung immer 
einen von Null verschiedenen Wert und zwar einen positiven 
für alle Punkte auf der einen, einen negativen für alle Punkte 
auf der andern Seite der Geraden P^Pa. 

Da bei schiefwinkligen Koordinaten in der Formel für 
den Flächeninhalt des Dreiecks nur der Faktor sin w hinzu- 
tritt, so gelten alle auf die Gleichung (1) bezüglichen Be- 
merkungen auch für schiefwinklige Systeme. 

Durch die Gleichung (1) werden also (bei jedem beliebigen 
Koordinatensysteme) alle Punkte der Geraden PjP^ scharf unter- 
schieden von allen andern Punkten der Ebene; wir nennen sie 
daher die Gleichung der Geraden, indem M'ir definieren: 

Unter der Gleichung einer Geraden versteht man 
eine Gleichung zwischen zwei Unbekannten x und y, 
welche erfüllt wird von den Koordinaten eines jeden 
Punktes der Geraden, und nur von diesen. 

Da jede Gerade durch zwei ihrer Punkte bestimmt 
werden kann, so hat also jede Gerade eine Gleichung. 
Es ist damit aber noch nicht gesagt, dafs jede Gerade nur 
eine Gleichung besitze. In der That könnten wir ja die 
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S 16. Definition der Gleictung einer Geraden. 29 

Gerade ebenso gut durch zwei andere auf ihr gelegene Punkte 
P' und P" mit den Koordinaten x , \j und x', y" betimmen 
und erhielten als Gleichung derselben Geraden die Gleichung: 

^{y — y") — y(ß'— ^") + x'y"— ^"?/'= 0, 

die von {1^ verschieden ist. Vorläufig werden wir daher einer 
jeden Geraden unzählig viele Gleichungen zusprechen müssen. 
Wir kommen darauf noch zurück. 

Man kann die Gleichung (1) der Geraden PiP^ auch 
ganz direkt ableiten Aus der Figur des § 9 lesen wir näm- 
lich unmittelbar für jeden Punkt P der Geraden P^P^ und 
nur für einen solchen die Proportion ab: 

QP:P,Q = SP,:P,S, 

d. h.: 

woraus durch leichte Reduktion die Gleichung (1) hervorgeht. 

Aufg. 1. Wie heifst die Gleichung der durch (2, — 3); 
(—4, 1) gehenden Geraden? Liegt der Punkt (1,4), oder etwa 
der Anfangspunkt 0, auf der Geraden? 

Aufg. 2. Wenn Pg mit zusammenfällt, so heifät die 

Gleichung der Geraden OPii xpi — i'-'^i^O, oder — =» — ■ 
Weise dies direkt nach an Hand einer Figur. (§ 5, Aufg, 5,) 

Aufg. 3. Durch passende Wahl von P, findet man aus 
Aufg. 2, dafs die Gleichungen der x- Achse, der y- Achse und 
der beiden Winkelhalbierenden resp. sind; 

y = 0, x = 0, x — y=^0, x-{-y = ö, 
Beweise dies direkt. 

Aufg. 4. Ist ar, ^ Xi^ a, während y^ und y^ von ein- 
ander verschieden sind, so heifst die Gleichung von P^P^: a:=ö. 
Ist ebenso yj^^a^Ö, 0:^=^X2, so erhält man y'^h. Zeige 
dies direkt 

Aufg. 5. Ein Dreieck ist gegeben durch (2, 3); ( — 4,1); 
(2, — 3); wie heifsen die Gleichungen der drei Seiten? 

Aufg. 6. Ein Dreieck ist gegeben durch die drei Punkte 
(^u Si)i (^ä. J/j); {^31 J/a)- Beweise, dafs die Gleichungen der 
drei Mittellinien lauten: 
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Beachte den Umstand, dafs durch Addition der drei Gleichungen 
die linke Seite identisch Verschwindet. Beachte ferner, dafs 
die beiden letzten Gleichungen aus der ersten durch cyklische 
Vertauschung der Indiees hervorgehen (§ 11). 

Aufg, 7, Finde für das Dreieck von Aufg. 5 die Glei- 
chungen der Mittellinien. 

Aufg. 8. Geht die Gerade (3,4); (—2, —5) durch den 
Anfangspunkt? Liegen die Punkte (1, 5) und ( — 6, — 2) 
auf derselben Seite der Geraden? 

§ 17. Fortsetznng. Die Gerade sei bestmmt dnrcb ihren Ab- 
stand vom Anfangspunkte und den Winkel, den dieser mit der 

a:. Achse bildet. 

Da man ein und dieselbe Gerade auf die verschiedensten 
Arten bestimmen kann, so wird mau auch die verschiedensten 
Gleichungen für dieselbe Gerade erwarten. Sei z. B. in einem 
beliebigen Koordinatensysteme eine Gerade, wie in § 14, durch 
ihren Abstand d vom Anfangspunkte und den Winkel a be- 
stimmt, den d mit der positiven Richtung der a:-Achse ein- 
Bchliefst. Dann war der Abstand d eines beliebigen Punktes 
(x, y) von der Geraden («, d") gegeben durch: 
ä ^ — {x cos cc-j- y cos ß — d), 
insofern ^ = mj — u den Winkel bedeutet, den iJ mit der posi- 
tiven j/-Achse einschliefst. Dieser Ausdruck für d ist positiv 
für alle Punkte, die auf derselben Seite der Geraden liegen, 
wie der Anfangspunkt, negativ für alle Punkte auf der ent- 
gegengesetzten Seite und verschwindet seiner geometrischen 
Bedeutung entsprechend allemal, aber auch nur dann, wenn 
der Punkt (x, y) auf der Geraden (a, 6) liegt. Die Gleichung: 
(1) a; coa a + j/ cos /5 — d = 

ist daher als die Gleichung der Geraden («, ä) zu bezeichnen: 

Bedeuten x, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
der Geraden, so wird die Gleichung erfüllt; bedeuten x, y 
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dagegen die Koordinaten eines Punktes, der nicht auf der 
Geraden liegt, so ist die linke Seite nicht gleich Null, son- 
dern bedeutet den mit dem entgegengesetzten Zeichen ver- 
sehenen Abstand des Punktes (x, y) von der Geraden («, &). 

Für rechtwinklige Koordinaten lautet die Gleichung der 
Geraden {a, d): 
(2) X cos a + ysinc — d = 0. 

Aufg, 1. In einem rechtwinkligen Systeme sei eine Gerade 
durch d ^ 7, cos a '= ~ |-, sin « = ^ gegeben. Wie heifst 
ihre Gleichung? Liegt der Punkt (^ 1, 8) auf der Geraden? 

Aufg, 2. In welchen Punkten trifft die vorhergehende 
Gerade die Achsen und die Winkelhalbierenden derselben? 

§ 18. Fortsetzung, Die Gerade sei gegeben durct die 
Achsenabsclinitte. 

Bezeichnet man die Abschnitte OA und OB, welche eine 
Gerade mit den beliebig gewählten Koordinatenachsen bildet, 
mit a und ?> und haben a, ß, d die p, ^^ 

frühere Bedeutung, so lehrt die Figur t^,, 

nnmittelbar, dafs: ß\/ 

cos ß == — , tos p = -.- h/ " 

ist. Führt man diese Werte in die Glei- ,\ «i— '\^ 
chnng der Geraden: ,^ ^^i, 

(1) a; cos « + 2/ cos /3 — ö = 

ein und dividiert mit d, so kommt: 

(2) »- + ' - 1 - »• 

Da die linke Seite von (2) sich von der linken Seite von (1) 
nur durch den von Null verschiedenen Faktor d unterscheidet, 
so genügt jedes Wertepaar, welches der Gleichung (1) genügt, 
auch der Gleichung (2), und umgekehrt. Die Gleichung (2) 
ist daher als die Gleichung der durch ihre Aehsen- 
abschnitte a und h bestimmten Geraden aufzufassen. 

Aufg. \. Welche Form nimmt die Gleichung der Geraden 
an, wenn einer der Achsen ab schnitte a oder h unendlich grofs 
wird, d. h. wenn die Gerade einer der Achsen parallel ist? 
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32 Zweites Kapitel: die gera.de Linie. 

Äufg. 2. Wie heifsen die Gleichungen der vier Geraden 
mit den Achsenabschnitten a, a; — a, a; — a, —a; a, — o? 

Aufg. 3. Wähle auf der Geraden AB einen beliebigen 
Punkt P mit der Abscisse OM = x. Leite die Gleichung: 

direkt aus der Proportion OA : OB = MA : MF ab. 

Äufg. 4, Wie heifat die Gleichung der Geraden mit den 
Acbsenabschnitten —7 und 3? 



§ 19. Fortsetzung, Die Gerade sei gegeben durch einen Punkt 
und den Winkel, den sie mit der positiven Richtung der 
a:-Aclise bildet. Ricktungskoeffieient. 
Wir betrachten zunächst den Spe/.ialfall, dafs der gegebene 
j,, jj Punkt der Anfangspunkt sei. Die Gerade 

bilde mit der positiven Richtung der 
a.- -Achse den Winkel y (§ 8) und dem- 
nach mit der positiven Richtung der 
!/-Achse den Winkel w — g> ^ip. Aus 
der Figur folgt dann für jeden Punkt 
P der Geraden, aber auch nur für 
einen solchen, die Gleichung: 




n{-w 



die Gleichun 
den Winkel 
raden. 



*) 



; der durch und 
bestimmten Ge- 



Um nun die Gleichung der 
durch einen beliebigen Punkt Pj 
gehenden Geraden, welche mit der 
positiven Richtung der a:-Achse den 
Winkel ip einschliefst, zu finden, 
legen wir durch P^, mit den Koor- 
dinaten a:^, ^^, ein neues Koordinatensystem parallel und gleich- 
gerichtet mit dem alten. 
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Ein beliebiger Punkt P der gegebenen Geraden, dessen 
alte Koordinaten x, y sind, hat dann die neuen Koordinaten 
x = x — Xy, y'^y — yi> und für diese bestellt, (l;i tc und ip in 
dem neuen Systeme dieselben sind wie in dem alten, die Glei- 
chung ?/'= fix'. Daraus folgt aber, indem man zu dem alten 
Systeme zurückkehrt; 

(2) tl -Vi^ K^ — a^O- 

Dieses ist daher die gesuchte Gleichung der durch P, 
und ip, resp. a definierten Geraden. 

Liegt insbesondere P^ auf der Ordinate« achse, so ist 
x, ^=0 und j/j gleich dem Abschnitte, den die Gerade mit der 
Ürdinatenachse bestimmt. Bezeichnet man denselben, wie früher, 
mit h, so ist: 

(3) y = iix + h 

die Gleichung der durch ihren Abschnitt auf der 
Ördinatenachse und ihre Richtung bestimmten Ge- 

Mau bezeichnet den in den drei Gleichungen (1), (2) und 

(3) als Faktor von x auftretenden Koeffizienten, nämlich: 

als den Eichtungskoeffizienten der betreffenden Geraden. 
In demselben Koordinatensysteme haben dann parallele Geraden 
gleiche KichtungskoefHzienten. 

Für eine durch zwei Punkte P^ und P,, bestimmte Gerade 
(man denke iu Fig. 18 P durch P^ ersetzt) erhält man aus 

(4) den Richtungskoeffizienten unmittelbar in der Form: 

(°) " = ^3- 

d. h.: der Rieht nngskoeffizient einer durch zwei Punkte 
gegebenen Geraden ist gleich dem Quotienten aus 
der Ordinatendifferenz und der Abscissendifferenz 
der beiden Punkte. 

Aus den Gleichungen (2) und (5) findet man dann wieder 
die in § Ifi, Gl. (2) abgeleitete Gleichungsform; 

(6) !/-».-f^(«-a;,). 
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Ist das Koordinatensystem ein rechtwinkligesj so folgt 
aus sin (w — ?") = sin (90" — ?>} ^ cos y, dafs: 

(7) f = tg9 

ist, d. li,: 

Im rechtwinkligen Koordinatensysteme ist der 
Riehtungskoeffizient einer Geraden gleich der Tan- 
gente ihres Neigungswinkels. 

Aufg. 1. Beweise, dafs nicht nur jede Gerade einen ganz 
bestimmten Eichtungskoeffizienteu besitzt, sondern dafs auch 
umgekehrt jede Zahl als Richtungskoeffizient einer ganz be- 
stimmten, durch Pj gehenden Geraden aufgefafst werden kann. 
Durch Auflösen der Gleichung (4) erhält man nämlich: 



ig 9 = 



1 +^e 



also zu jedem [t einen eindeutig bestimmten Wert von tg (p. 
Geraden mit demselben Richtungskoeffizienten müssen daher 
parallel sein oder zusammenfallen. 

Aufg. 2. Zeige, dafs in jedem beliebigen Koordinaten- 
systeme den Werten fi = 0, oc, +1, — 1 Parallelen zu den 
beiden Achsen und den Winkelhalbierenden derselben ent- 
sprechen. 

Aufg. 3. Bestimme in einem beliebigen Koordinaten- 
systeme die Gleichungen der durch (2, — 5) gehenden Geraden, 
welche a) den Achsen, b) den Winkelhalbierenden parallel sind. 

Aufg. 4, Zeige, dafs der durch Gl, (5) dargestellte Wert 
von (t für eine und dieselbe Gerade unabhängig ist von der 
Wahl der Punkte P, und P,, 

Aufg. 5. Ein Dreieck ist durch (—2, —5); (3, —4); 
( — 1,2) gegeben. Bestimme die Richtungskoeffizienten der 
drei Seiten, sowie die Gleichungen der drei Geraden, welche 
durch die Ecken des Dreiecks gehen und den gegenüberliegen- 
den Seiten desselben parallel sind. 

Aufg. 6. Bestimme die Gleichungen der drei Geraden, 
welche durch den Anfangspunkt gehen und den Mittellinien 
des vorhergehenden Dreiecks parallel sind. 
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§ 20. Jede Gerade besitzt eine Gleichung von der Form 

Asc + By-\-C=(}, und umgekehrt, jede Gleichung dieser Form 

stellt eine Gerade dar. 

Je nach der Bestimmungsart konnten wir für ein und 

dieselbe Gerade, unter Voraussetzung eines beliebigen Koordi- 

stems, die folgenden Gleichungen ableiten: 

^(.Vi — Vi) — yi^i — ^0.+ ^\y-2 — '-^iVi = <J) 



!/- i/i 


= yj 


-Ji (x 


- 


x^ 


), 


X COSft 


+ !!• 




d 


^ 


0, 


9 - 


- 9, - 

y = f 


,.,:+b. 


Xi 







So verschieden nun auch diese Gleichungen (deren Anzahl 
man noch beliebig vergrofsern könnte, da sich dieselbe Gerade 
auf unzählig viele Arten bestimmen läfst) auf den ersten Bück 
erscheinen mögen, sie haben doch alle das Gemeinschaftliche, 
dafs jede von ihnen die Gröfsen x und y in der ersten Potenz, 
behaftet mit bekannten Koeffizienten, enthält und aufserdem 
noch ein von x nnd y freies Glied, 

Jede der Gleichungen ist also von der Form: 
(1) Ax + B,j+C-0, 

WO A, B und C durch die Bestimmungsavt der Geraden ge- 
gebene, also bekannte Gröfsen bedeuten, während x und y keine 
festen Werte haben, sondern in dem Sinne veründerlich sind, 
dafs sie die Koordinaten eines jeden Punktes der Geraden be- 
deuten können. Man nennt aus diesem Grunde x und y auch 
die laufenden Koordinaten. 

Die verschiedenen Gleichungen, die wir für eine und die- 
selbe Gerade erhalten, unterscheiden sich also nur durch die 
Werte der Koeffizienten A, S, C von einander, die man im 
Gegensatze zu den Veränderlichen x, y auch die Konstan- 
ten der betreffenden Gleichung nennt. Es drängen sich nun 
sofort zwei fundamentale Fragen auf: 
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]. Wenn jetzt chirch die vcrschiedeiiston Beisjnele 
gezeigt ist, dafs jede gerade Linie eine Gieieliung vou 
der Form Äx -{- By -{- C ^ besitzt, kann dann auch 
umgekehrt jede Gleieliuiig vou dieser Form als die 
Gleichung einer Geraden aufgel'afst werden? 

II. Wenn mau für eine und dieselbe Gerade das 
eine Mal die Gleichung ^x+ By -|-C=0, das andere 
Mal ^l'j: + i"j/ + C'=0 fiudet, welche Beziehung be- 
steht dann z^vischen A, B, C einerseits und A\ B' , C 
andererseits? 

Um die erste Früge zu beantworten, nehmen wir mi, es 
seien in der Gleichung (1) die Koeffizienten A, B, C ganz be- 
liebige, positive oder negative, gegebene, also bekannte Gröfsen, 
die auch zum Teil gleich Null sein können Da die Gleichung 
zwei Unbekannte x und y besitzt, so giebt es unzählig viele 
"Wertepaare x, y, welche ihr genügen; denn man kann der 
eiuen der heiden Unbekannten einen ganz beliebigen Wert bei- 
legen und erhält dann jedesmal durch Auflösen nach der 
andern Unbekannten für diese eiuen ganz bestimmten zuge- 
hörigen Wert, Wir wollen nun, indem wir ein beliebiges 
Koordinatensystem au Grunde legen, jedes Wertepaar, welches 
der Gleichung (1) genügt, durch einen Punkt repräsentieren 
und haben dann zu beweisen, dafs alle diese Punkte eine 
gerade Linie eriuUeu. Zu diesem Zwecke nehmen wir zunächst 
an, es sei ^ = 0. Zu jedem y fiudet man dann aus 
Ax + C ^ immer denselben zugehörigen Wert x ^ — -j ■ 
Die entsprechenden Punkte liegen daher alle auf der Paralle- 
len zur «-Achse, welche auf der x-Achse das Stück -r 

abschneidet, uud umgekehrt genügen die Koordinaten jedes 
Punktes dieser Parallelen der Gleichung ,4a:-f-C=^0. 

Ist dagegen B von Null verschieden , so erhalten wir 
durch Auflösen der Gleichunir (1) nach ij: 

(2) y = ^^^x-^- 

Jedes Wertepaar x, y, welches der Gleichung (1) genügt, be- 
friedigt auch die Gleichung (2), und umgekehrt. 
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§ so. Die Gleichung Ax + Bij + C = 0. .^7 

Konstruiert man jetzt t'ine Gerade, dereu Richtuiigs- 
koetfizient it ^ - ^ ist (§ 19, Anfg. 1) und welclie auf der 
y- Achse das Stück h = — -„ iibscliEeidet, so lautet die Glei- 
chung derselben: 

A V 

Da diese mit (2) völlig identische Uleichung allemal, 
aber auch nur dann, eriüilt wird, wenn x, y die Koordinaten 
eines Punktes jener Geraden bedeuten, und da dasselbe folg- 
lieh auch von Gleichung (1) gilt, so ist damit bewiesen, 
dafs für jedes beliebige Koordinatensystem jede Glei- 
chung von der Form Ax -\- liy -\- C = als die Glei- 
chung einer Geraden aufgefafst werden kann. (Zur 
Abkürzung werden wir im Folgejiden häufig eine Gerade durch 
ihre Gleichung benennen und von der Geraden Ax-j^By-i- C' = n 
reden,) 

Zur Beantwortung der zweiten Frage nehmpu wir an, die 
beiden Gleichungen Ax-\-By-\-C=ü und A'x-\-B'y-i-C'^=0 
stellten dieselbe gerade Linie dar. Wir unterscheiden zwei 
Fälle: 1) B^O. Dann stellt die erste Gleichung eine Parallele 
zur Ordinatenaehse dar, und es mufs daher auch, da die zweite 
Gleichung dieselbe Parallele darstellen soll, B'^0 sein, weil 
man sonst nicht für jedes ij dasselbe x erhalten würde. Dann 

folgt aber i ^^ ~ 'a' ** '"l "^ C ' 

Bezeichnet man den gemeinschaftliehen \\"(.'rt dieser beidoti 
Brüche mit .(, so folgt; 

A'= lA, r= W. 

2) B und folglich auch B' seien von XuU verschieden. 
Zu jedem x mufs dann aus beiden Gleichungen dasselbe y sich 
ergeben, d. h. es mufs für jedes x sein; 



Für X = folgt hieraus -j. ^= -„;, daher mufs auch für jedes 
X die Gleichung -^ x ^ ^ x bestehen, d. h. es mufs ^ = ^i 
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sem. Hieraus und aus -=, ^ j,-, folgt aber "7- = >. = ?r ' ß*^' 
zeichnet man den genieiuschaftlichen Wert dieser Brüche 
wieder mit l, so ergiebt sich: 

A'^^Ä, IJ'=AB, C=kC. 
In allen Fällen finden wir also; 

Wenn die beiden Gleichungen Ao: -\- By -\' C =^ d 
uud A' X -\- li' y -{- C = dieselbe Gerade darstellen 
sollen, 80 mufs die eine aus der andern durch Mul- 
tiplikation mit einem konstauten, von Null verscbie- 
deneu Faktor hervorgehen. 

umgekehrt ist klar, dafs, wenn man die Gleichung einer 
Geraden mit einem konstanten, von Null verschiedenen Faktor 
multipli-iiert, die neue Gleichung dieselbe Gerade darstellt 
wie die alte. 

Aufg. 1. Liegen die Punkte {2, — IS); (— 1, —4); 
(—2,7); (12, 2) auf der Geraden 3^ — 5y = 2? 

Aufg, 2. Welche von den Geraden 8a: — by + 1 = IJ, 
i/= — 7a,- + 2, Zx — 5j/ ~ ii = gebt durch den Punkt 

(i. -■;:,)■' 

Aufg. 3. AVelclie von den Geraden bx -j- '^y + f = 0, 
2^ + 3y = 0, 4x- — 5)/ + 2 = I* gebt durch deu Anfangs- 
punkt? 

Aufg. 4, Wie heifst die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dafs der Punkt {x^. y-^) auf der Geraden 
Ax + By + C=0 liegt? 

Aufg. b. Wenn {Xi, y-^ und {x^, y^) auf der Geraden 
Ax + By + C = liegen, so liegt auch der Punkt 
( ' "\_ ,-" r r x "/") ^^' jedes beliebige A auf der Geraden 
Bcwi;ise dies zunächst durch wirkliches Ausrechnen und gieb 
dann den inneren Grund an. 

Aufg. ij. Transformiere die Gleichung der Verbindungs- 
linie PiB.^ auf ein neues System, dessen Anfangspunkt die 
Mitte von P, P„ ist und dessen Achsen den alten parallel sind. 

Aufg. 7. In einem rechtwinkligen Systeme seien die 
Geraden 5x — 2y = 1 und x -^ y ^ 1 gegeben. Wie lauten 
die Gleichungen dieser Geraden in dem schiefwinkligen Systeme 
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dessen Anfangspunkt der ursprüu gliche iat und dessen Aclisen 
durcli o; = 0, ^ = 45" (§ 15) bestimmt sind? 

§ 21. Ableitung: der speziellen Formen der Gleichung einar 
Geraden aus der allgemeinen Form Äx + By ~\- C = 0. 
Aus der am Ende des vorigen Paragraphen gemachten 
Bemerkung folgt, daCs die allgemeine Gleichung: 

Ax + Bp + C^O 
nur scheinbar drei willkürliche Konstanten enthält; denn da 
die Bedeutung jener Gleichung durch Multiplikation mit einer 
beliebigen Konstanten, etwa ^, nicht geändert wird, so ist die 
durch Ax -\- Bi/ + C "= 0, oder ■>, x -{-->,■ y -{- l = dar- 
gestellte Gerade schon vollständig bestimmt, wenn man nur 
die Verhältnisse ^ und p kennt. Die Gleichung einer Geraden 
enthält also im Grunde genommen nur zwei willkürliche Kon- 
stanten, die allemal so gewählt werden können, dafs die 
Gerade zwei Bedingungeu erfüllt. Die speziellen Formen der 
Gleichung einer Geraden, wie z. B.: 

X == itx -\- b, 
X cos K-|-i/sin« — ö ^ 
etc. bringen dies auch deutlich zum Ausdrucke. 

Es mufs nun nach dem Vorhergehenden möglich sein, 
jede dieser speziellen Formen durch einfache Multiplikation mit 
einem konstanten Faktor aus der allgemeinen Form abzuleiten. 

Bezeichnet mau z. B. die Achsenabschnitte der Geraden 
Ax -\- By -\- C= mit a und h, so wird dieselbe Gerade auch 
durch die Gleichung '* -[-^ — 1=0 dargestellt, und man 
erkennt, dafs die erste Gleichung mit der zweiten durch Multi- 
plikation mit — -p in Übereinstimmung gebracht werden kann. 
Vergleicht man aber jetzt — -^ x — -g y — ] =0 mit 
■^ + , — 1=0, so fiudet mau: 
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(1) „__«,!>--£ 

als ilie Aehsenabschnitte der Geraden Ax + By + "^ = '^■ 

Natürlich ergiebt sicli das gleiche Resultat, weou man 
bedenkt, dafs die Selmitfpiankte der Geraden Ax + By + C== 
mit den Achsen durch die Koordinaten a, 0, resp. 0, b aus- 
gezeichnet sind. Man setze daher das eine Mal y = und 
löse nach x auf, wodurch sich x ^ a == ^ ergiebt, das 
andere Mal x == und löse nach y auf, was zu )/ = &== — ^ 
führt. Mau beachte, dafs die Gerade Ax + By -\- C ^ 
allemal, aber auch nur dann, durch den Anfangs- 
punlit geht, wenn das absolute Glied C = ist. 

\Yill man ferner den Ricbtungskoeffi/.ienteu ft und den 
Achsenabschuitt b der Geraden Ax + Bij-{-C-=0 bestimmen, 
so hat mau (§ 20) nur durch B zu dividieren, d, h. nach // 
aufzulösen. Die Gleichung: 

A C 

zeigt dann, dafs: 

(2) „^-^ „nJ l.-J 

ist. Der Eiclitungskoeffizient (t ist also allein von den Koel- 
fizienten A und B von x und y abliängig, nicht aber von 
dem absoluten Güede. Daraus folgt, dafs Gleichungen, die 
sich nur durch das absolute Glied von einander unterscheiden, 
wie etwa 2x — öy + 4 ^ und 2x — oy — 3 = parallele 
Geraden darstellen (§ 19, Aufg. 1). 

Aufg. 1. Bestimme die Aehsenabschnitte und die Eich- 
tungskoeffizieuten der Geraden 2x'\-ly-\-b^0, 3ic + 4i/^6, 
_5a; + 2;/ = 7, hx— 8y — 2 =» 0. 

Aufg. 2. Bestimme die Aehsenabschnitte der beiden Ge- 
raden 5a: — 8)/-i-0 = und 56 j/ — 35a: =^ 6o und diskutiere 
das Resultat. 

Aufg, 3. Bestimme die Ricbtungskoeffizienten der Ge- 
raden bx — ly==0, 3a: -I- 8 = 0, 2;/ — 7 =■ 0. 

Aufg. 4. Bestimme fi und h so, dafs die Gerade y=^x-\- b 
durch die beiden Punkte {j\, y,); (x^, y.,') hindurchgeht, und 
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konstatiere die Übereinstimmung des Resultats mit § 19, 
Gl, (6). 

Aufg. ö. Bestimme den Kiclitiingskoeffizienten der Ge- 
raden X cos K -j- y sin a — d = und leite das Resultat auch 
geometriseli ab. 

Aufg. 6. Welches sind die Achsen.ibseliiiitte der Geraden: 
^'Pi — y.) — lli^L ~ ^i) + ^'il'i — x^Pi = '■'? 

Aufg. T. Beweise, dafs zwischen I'iehtutigskoeffizient und 
Achsen ab schnitten die Gleichung it = — besteht. Erläutere 
dies an der Figur. 

§ 22. Fortsetzung. Die Nonaalform. 

Unter Voraussetzung eines rechtn-inkligen Koordinateu- 
systems soll die Gleichung Ax -j- Btj -j- C= einer Geraden 
auf die Form x cos a -{■ p sin a ^ S ^ gebracht werden, 
d, h. man soll den Abstand d dfs Anfangspunktes von der 
Geraden Äx -j- B ij -^^ C ^= Q und den Winkel a bestimmen, 
welchen dieser Abstand mit der positiven Richtung der a:-Achse 
bildet. 

Nach § 20 mufs es einen Faktor X geben, sodafs: 
AA = cos tt, kS = sin (t, XC =^ — 6 ist. 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt durch Quadrieren 
und Addieren ?,'(Ä'^ + B-) == 1 oder A = , .. _ j Nach 

der dritten Gleichung soll AC negativ sein, also hat mau 
überdies der Quadratwurzel das entgegengesetzte Zeichen 
von C zu geben. Dann ist also jetzt: 

(!) cosc=a z^^-- , sin« = — .^T.- - _. . ö = — ^.^ . ■ 

\A-' + B-' VA^ -\- B'-- yA-- + £-- 

ünter allen FormeiT, in denen sich die Gleichung einer Ge- 
raden darstellen laCst, spielt die Form x cos K-j-J/sin« — d = 
wegen der geonieirlschen Bedeutung dtr linken Seite eine be- 
sondere Rolle. Wir erinnern uns, dafs diese hnke Seite alle- 
mal den, mit dem entgegengesetzten Zeichen genommenen. Ab- 
stand des Punktes {x, p) von der Geraden (k, Ö) darstellt; 
diese Eigenschaft hatte uns wesentlich zur Einführung des 
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Begriffes der Gleichung einer Geraden gedient. Man hat daher 
diese spezielle Gleichungaform a:cos cc -{-i/ sin a — d = durch 
einen besonderen Namen ausgezeichnet und sie die Normal- 
form genannt Will man die Gleichung Äx-\-By~{'C^O 
einer Geraden auf die Normalform bringen, so hat 
man sie nach dem Obigen durch Yä^ -|- B^ zu dividie- 
ren, wo der Quadratwurzel das entgegengesetzte Zei- 
chen Yon C zu geben ist. In der Gleichung: 

^ VA-' + s^ 

welche nunmehr mit x cos a -|- y sin a — (5 '= völlig iden- 
tisch ist, stellt dann die linke Seite ebenfalls den, mit dem 
entgegengesetzten Zeichen genommenen, Abstand d des Punktes 
{x, tß von der Geraden Ax + By -\- C =^ dar, d. h. es ist: 



Ax-\- By+ C'= — (?VA^-i-BK 
Dadurch gewinnen wir aber eine neue Einsieht in die Be- 
deutung der allgemeinen Gleichung Ax + By -j- C ^ einer 
Geraden. Es stellt nämlich der Ausdruck auf der linken Seite, 
also Ax -\- By + (^, ^^^ "li* ~- VA'' -\- B- multiplizierten 
Abstand des Punktes (x, y) von der durch die Achsenabschnitte 
j und — -j; oder (für C = 0) durch den Richtungskoeffi- 
zienten — „ bestimmten Geraden dar. Dieser Ausdruck 
Ax + By -j- C ist daher positiv für alle Punkte auf der einen 
Seite der Geraden, negativ für alle Punkte auf der andern 
Seite und verschwindet allemal, aber auch nur dann, 
wenn der Punkt (z, y) auf der Geraden selbst liegt. In 
dieser Weise tritt die eigentliche Bedeutung der Gleichung 
Ax -\- By -{- C '^ einer Geraden scharf hervor. Zugleich 
ist durch das Vorhergehende die folgende Aufgabe erledigt: 

Es soll der Abstand eines Punktes (x^, j/,,) von 
der Geraden Ax -{- By -\- C ^ nach GrÖfse und Vor- 
zeichen angegeben werden. 

Der gesuchte Abstand ist nämlich: 

(3) i__.4f;.+L£fcL5, 
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WO nach dem Obigen der Quadratwurzel das entgegengesetzte 
Zeichen von C zu geben ist. 

Äufg. 1. Bringe folgende Gleichungen auf dieNormalform: 

und bestimme daraus die Lage der Geraden. 

Aufg. 2. Bestimme für die Geraden '2x -\- "iy = 1, 
öl, — 3a: = 4, 3 + 4a: + 3y = 0, 2a; — 5]/ — 1 = jedes- 
mal den Quadranten, in dem sich das entsprechende « befindet 

Aufg. 3. Wie weit ist die Gerade 123: — ,^)/ + 4 = 
vom Anfangspunkte entfernt? 

Aufg. 4. Bestimme die Abstände der Punkte {— 1, ö); 
(2, ^ 7); (0, 1); fl, 0); (0, 0); (0, f^) von der Geraden: 

63a; — 16j/ + 5 = n 
und diskutiere die Vorzeichen. 

Aufg, 5. Welches ist die geometrische Bedeutung der 
Ausdrücke : 

wenn x^, j/o ^^^ Koordinaten eines gegebenen Punktes sind? 

Aufg. 6. Bestimme den doppelten Flächeninhalt des 
Dreiecks PiP^-^jj welches durch die Koordinaten seiner Ecken 
gegeben ist, durch Multiplikation der Seite P-^F^ mit dem von 
Pj auf sie gefällten Lote. Konstatiere die Übereinstimmung 
des Resultats mit § 11. 

Aut'g. T, Drücke die Bedingung dafür aus, dafs der 
Punkt (»o^o) "^^^ ^^^ beiden Geraden Ax-\-By-\- G=0 uud 
J^'x-^- B'y-^C'^O gleiche Äbstäude hat. Wo liegen alle 
diese Punkte, und wie kann man demnach das Resultat deuten? 

g 23. Die Koordinaten des Durchselinittspiinktes zweier Geradea 
aus den Gleichimgen derselben zu bestimmen. 
Die beiden Geraden seien durch die Gleichungen: 

(1) ^ix+ B^y + C, = 0, 

(2) A,x-\-B,y + C, = 
gegeben. 

Die Koordinaten x, y des Schnittpunktes S müssen dann 
den beiden Gleichungen gleichzeitig genügen; man findet sie 
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daher, indem man (1) und (2) als Gleichungen mit den beiden 
Unbekannten x und y betrachtet und nach diesen auflöst. 
Man erhält: 

v'^-' ^ ■^ ^1, B, — Js B", ' 'J ~~ A,B^~ J. B\ ' 

Diese Formeln liefern für die Koordinaten des Schnittpunktes 

ganz be:-tiiiimte endliche Werte, vorausgesetzt, dafs: 

A.B., — Ä,B, 
von Null verschieden ist. Hat man aber: 
(4^ Ä^B., — ^oB, = 0, 

während diu Zähler von x und y nicht verschwinden, so werden 
X und ;/ uneudlicli grofs, der Schnittpunkt S liegt im Ünend- 
Jichen, d. li. die beiden Geraden sind parallel. lu der That 
folgt aus A,B, — A,B, = 0, dafs — ^' = - ^-", d. h. dafs 
die EichtuDgskoefßzienten gleich sind. 

Aufg. 1. Die Seiten eines Dreiecks haben die Gleichungen: 

x-hy-l, ä,.;+3!;_.l, 5l - Sj + 2 - 0. 
Bestimme die Koordinaten der Ecken. 

Aufg. 2. Diskutiere die Formeln für die Koordinaten 
des Schnittpunktes, falls von den Ausdrücken: 

A,B. — A^B^, B,C,-B,C„ C,A, — C,A, 
einer, zivei oder alle drei verschwinden. Zeige, dafs, wenn 
zwei der Ausdrücke verschwinden, der dritte im allgemeinen 
auch verschwindet und dafs dann die beiden Tleradeu zu- 
sammenfallen. 

Aufg. 3. Diskutiere dieselben Formeln l'ür den Fall, 
dafs von den Koeffizienten A^, B^, C.\ Ä^, Ä, G^ einer oder 
mehrere, z. B. A^ und A.,, oder .4, und B^, verschwinden. 

Aufg, 4. Geht die Gerade x — 3i/ — 7^0 durch den 
Schnittpunkt von 2y — 3a: = 8 und Ax — ly = 1? 

Aufg. 5. Bestimme den Schnittpunkt von: 
6x — 7j/ + Ö = 0, bQy = 40 + 48x 
und diskutiere das Resultat. 

Aufg. 6. Beweise, dafs der doppelte Inhalt des durch 
die Geraden: 
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gebildeteu Dreiecks durch die Formel: 

[A, {B,C , ~ B^C,-\+_A,{l{, C,_— B, C,) + A, (B^C, - B,G,] y 
(A,B7— A.ByiA'^'Bl'^ ÄVS.^ (AB. — Aril,) 
gegeben win!. 

Aiifg. 7. Bestimme aus den Koordinaten der Ecken des 
Dreiecks PtP^P- die Koordinaten des Sclinitfpuukteä zweier 
Mittellinien (§ 9, Aufg. 3 und 4). 

g 24. Den Winkel zweier Geraden aus iliren Gleichungen zu 
beBtimmen, unter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten. 

Bezeichnet man die ganz bestimmten Winkel, ^velehe die 
Geraden A,x + J?,jy + C, = und ^^a- J^B,y + C, = Q mit 
der positiven Kiclitung der a^-Aclise p, ^^ 

bilden, mit y^ und tp^, so ist einer +i/ 
der beiden Winkel, welche die Geraden ' s 

miteinander bilden, allemal <p., — tp^ ■"' 

oder gji — 95^, je nachdem y^ gröfser j , 

oder kleiner als g^j ist, seine Tan- \ — ^iSi . \^ a _ , 

gente ist daher entweder tg (9^2 — (p,) ' / ' -' \ 

oder tg(9^i — ip.,) ^ — tg (95., ■ — y,). -'i 

Da aber die Tangente des Neben- 
winkels (wegen tg (180" — &) ^ — tg ö-) alsdann gleich 
^ai'Pi—'Pi) oder gleich ig(9>ä~?Pi) ^^^> ^^ ^oln*) <l"^s unter 
allen Umstanden igifi — Vi) g'i^ich der Tangente eines 
der beiden Winkel ist, welche die Geraden mit einander bilden. 
Nun ist: 

(1) tS('P.-P,)-^.fi^^- 

Da das Koordinatensystem ein rechtwinkliges ist, so sind 
tg qsj und tg (p, die ßichtungsko effizienten der beiden Geraden 
{§ 19, Gl. (7)), also gleich — V resp. — n' ■ Setzt man diese 
Werte in tg (tp^ — <Pi) ein, so erhält man nach einfacher 
Reduktion; 

, + B. B^ ' 



(2) tg(Vä-'Pi)= . 
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Von besouderem Interesse sind die beiden Fälle, für welche 
^§(9^ — 9*1) verschwindet, resp. unendlich grofs wird. Dann 
sind die beiden Geraden einander parallel, resp. zu einander 
normal; und umgekehrt, wenn dies stattfindet, mufs tg(q)g — gj,') 
verschwinden, resp. unendlich grofs werden. Daraus folgt: 

I. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs die Geraden A^x + B^y + C, = und 
A^x -\- B.,y -j- C = einander parallel sind, lautet: 
A^B^ - A,B^ = 0. 

IL Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs die Geraden A^s; + B^x -j- Ci ^ und 
AgX + B.^!/ + Cg = auf einander senkrecht stehen, 
heifst: 

A,A,-\- n,B,=^o. 
Sind die beiden Geraden durch die Gleichungen y = fl^x-\-(i^ 
und y ^ ftgfl; + b.^ gegeben, so findet man: 

(3) ^S(9.~vd- t'+,^f.- 

Die Bedingungen I und II lauten dann einfacher: 

,"1 = fi resp. 1 + u.U., = oder a^ = 

Zu beachten ist, dafs die Gleichung A^B^ — A^iSi = 0, resp. 
fi[ = ,«ä auch für schiefwinklige Koordinaten die Bedingung 
des Parallelismus ausdrückt {§ 23), während die Bedingung 
A^A^ -\- BjB^ ^= 0, reap, 1 + fijjt^ ^ den rechtwinkligen 
Koordinaten aussehliefslich zukommt. 

Mit Berücksichtigung von % 19 kijnnen wir nun sofort 
folgende Fundanaentalaufgaben lösen: 

1) Die Gleichung der Geraden zu bestimmen, 
welche durch den Punkt (Xi, y^) geht und der Geraden 
y ^ jix -\-h parallel ist. 

Da die Parallele ebenfalls den Richtangskoeffizieuten ^ 
besitzt, so lautet ihre Gleichung: 

»/ — )/,= fi{x — a-j). 
Diese Lösung gilt für schiefwinklige wie für rechtwinkhge 
Koordinaten. 
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2) Für ein rechtwinkliges Koordinatensystem die 
Gleichung der Geraden zu bestimmen, welche durch 
den Punkt (s:,,)/,) geht und auf der Geraden j/^ftx + ö 
senkrecht steht. 

Da der Richtungsko effizient der gesuchten Normalen gleich 

■ sein mufs, so lautet die Gleichung derselben; 

y — Vi = — j {x — X,). 
Ist die gegebene Gerade durch die Gleichung Äx -\- By + C^ 
dargestellt (also (i = — „), so ergeben sich für die Parallele 
nnd die Normale die Gleichungen: 

Ä{x-x,) + BUj~y^) = 0, 
Bix^x,)~A{y-y,) = G, 

von denen die erstere für beliebige, die letztere ausschliefslich 
für rechtwinklige Koordinaten gilt. Die Gleichung der Nor- 
malen kann man auch in der Form -"j~"' = ' r' schreiben. 
Es ist von praktischem Werte, sich zu merken, dafs die 
Gleichung irgend einer Parallelen oder (bei rechtwinkligen 
Koordinaten) irgend einer Normalen der Geraden Ax -\- By 
+ C = sich allemal in der Form: 

Ax + By + C' ^ I ' . resp. 

Bx — Ay-{- C"= 

darstellen läfst. C und C" sind dann noch unbekannte Kon- 
stanten, die dadurch bestimmt werden können, dafs man die 
Parallele, resp. die Normale noch einer weiteren Bedingung 
unterwirft, z. B. durch einen festen Punkt zu gehen. Oft aber 
ist die Bestimmung von C und C" gar nicht gefordert, und 
dann hat man in den angegebenen Gleichungen sofort die 
fertigen Lösungen, 

Bei den folgenden Aufgaben sollen rechtwinklige Koor- 
dinaten vorausgesetzt werden. 

Aufg. 1. Man zeige direkt, dafs für zwei auf einander 
senkrecht stehende Geraden (*!= ist. 
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Aufg. 2. Bestimme die Winkel des Dreiecks (2, 5); 
(-1,4)5(3,2:. 

Aiifg, 3. Bestimme die Gleichung der Geradeu, welche 
durch deu Anfangspunkt geht und zu '2x — "iy -\- 11 =^ 
parallel ist. 

Autg. 4. Die Gleichuiigeu der Seiten eines Dreiecks seieu 

2a; + 7?/ — 3 = 0, y ~bx-^ 1 = 0, 3x — 4(/ + 2 = 0. 
Wie heifsen die Gleichungeu der drei Geraden, welche durch 
die Ecken des Dreiecks gehen und den Gegenseiten parallel 
sind? 

Aufg. ö. Beatimme die Gleichungen der drei Hoben des 
Dreiecks (1, 2); (3, — 4); ( — 2, — 5) und die Koordinaten des 
Schnittpunktes von je zwei Höhen. 

Aufg. 6. Bestimme lür dasselbe Dreieck die Gleichungen 
der Senkrechten in den Mitten der Seiten und die Koordinaten 
des Schnittpunktes von je zweien derselben. 

Aufg. 7. Beweise, dafs die Gleichungen der drei Höhen 
des Dreiecks (a:,, j/j); (%, i/j); (^^3, J/a) lauten: 

(x - x^ (a-ä -- x.^ + ()/ ~ )/,) [y^ — j/3) = 0, 
{x - a-a) {x^ ~x^)-\'{^~ y,) 0/3 - i/i) = 0, 
{x — x^ {x, — x^) + (il — Ps) (y, — 1I2) = 0. 

Beachte die cyklische Vertauschnng sowie den Umstand, dafs 
durch Addition der drei Gleichungen die linke Seite identisch 
verschwindet. 

Aufg. 8. Beweise, dafs die Gleichungen der drei Senk- 
rechten, die man in den Mitten der Seiten eines Dreiecks auf 
denselben errichten kaim, lauten: 
x{x^ — x^) + y{y._ — j/a) — iix/ — Xf) - ^(y,^ — y^') = 0. 

(Die beiden andern erhalt man durch cyklische Yertauschung,) 
Durch Addition der drei Gleichungen erhält man wieder iden- 
tisch Null. 

Aufg. 9. Die Gleichungen der beiden Geraden zu er- 
mitteln, welche durch (3, — 5) gehen und die Gerade: 

lx + 2y-4^0 
unter 45*' sehneiden. 
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Au fg. 10. Beweise, dafs bei schiefwinkligen Koordi- 
naten zwei Geraden mit den Richtungskoeffizienten ;i, und fi^ 
zu einander normal sind, wenn fti^^ = — ^ — {;:(, -f- fij) cos w 
ist, und umgekehrt (§ 19, Aufg. 1). Für tv = 90" erhält man 
dann wieder (ij/ig '= — 1. 

§ 25. Die BediEgang zu finden, unter welcher sieh die drei 

Geraden A^x -^- B,y + C\ = 0, A^x + B^y + C\ = und 

jl^X'\-B^ij + C^ = in einem und demselhen Punkte schneiden. 

Die Gleichung des StraWenhiischels. 

Damit die drei Geraden durch einen und denselben Punkt 
gehen, ist notwendig und hinreichend, dafs die Koordinaten 
des Schnittpunktes der beiden ersten Geraden (§ 23) der 
Gleichung der dritten Geraden genügen. Man findet daher die 
gewünschte Bedingung in der Form: 

A,{BiC,~B,C,)-\-Bs{C,A^—C,A;) + C\{A,It,~A.Ji,) = 0, 
oder anders geordnet; 

Ai{B,Cs-B,C^) + BiiC,As~C,A,)-\-C,iAiB,~A,B^)^0. 
Es läfst sieh aber noch ein anderes Kriterium angeben, welches 
in vielen Fällen leichter zu handhiiben ist. 

Zu diesem Zwecke bezeichne man die Ausdrücke A^x ~\' 
B^y -t- Gl, A^x + B^y + C^ und A^x + B^y + C„ zur Ab- 
kürzung resp. mit G^, G^ und ö^, wodurch die Gleichungen 
der drei Geraden in der symbolischen Form G^ ^0, G^^O 
und G^^O erscheinen. Man erkennt alsdann zunäthst, dafa 
jede Gerade, welche durch den Schnittpunkt S der beiden 
ersten Geraden (?, = und G^ = hindurchgeht, eine Glei- 
chung von der Form A, G^ + ^^G^ = besitzt, und dafs um- 
gekehrt jede Gleichung von dieser Form eine bestimmte durch 
S gehende Gerade darstellt. Das letztere ist unmittelbar 
klar, da die Gleichung A, (Ji + A^ (?g = in Bezug auf x und 
y hnear ist und durch die Koordinaten von S, für welche ja 
Gl und Gj einzeln verschwinden, erfüllt wird. Andererseits 
aber kann man das Verhältnis der beiden Multiplikatoren X^ 
und A^ stets eindeutig so bestimmen, dass die Gerade 
^i'^i "I" ^s*?* =• 0, oder ausführlicher geschrieben: 

A,(^,x + B,y-\- C) + K,{A^x + B,y-\-G;) = 0, 
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beispielsweise durch einen beliebig gegebenen, von S ver- 
schiedenen Punkt {Xg, y^) hindurchgeht, oder auch eiuen vor- 
geschriebenen Richtuagskoeffizienten ft besitzt. Im ersten Falle 

.. ,- , , K A,x^+ B,%-i- C. . ., , 

namlich setze man t^ ^ — . — , ' , , . , im zweiten be- 

rechne man ~ aus (i = — i' b 4.~i~h' ' I^^"^'' ist auch der 
erste Teil unserer Behauptung erwiesen. 

Alle durch S hindurchgehenden Strahlen bilden ein so- 
genanntes Strahlenbüschel. Man kann also jeden Strahl 
des durch die Geraden G^ = und G^ == bestimm- 
ten Strahlenbüschels durch eine Gleichung von der 
Form XiG, + ^262 = darstellen, insofern man nur 
die Multiplikatoren A, und i.^, die man auch variable 
Parameter nennt, passend bestimmt. Die Gleichung 
A.Gi + AjG, =0 heifst daher kurz die Gleichung des 
durch Gl = und G^ = bestimmten Strahlen- 
büschels. 

Um nun zu unterscheiden, ob eine dritte Gerade Gg ^ 
dem Strahlen büsehel ;ii G; + A^ G^ = angehöre, bestimme 
man X, und X^ so, dafs die Gerade A, G^ + AgG^ ^ durch 
irgend einen Punkt von 63 = hindurchgeht. Gehört jetzt die 
Gerade Gj = dem Büschel an, so mufs sie mit der soeben 
eindeutig bestimmten Geraden X^G^~\-l^G^^O identisch sein. 
Nach § 20 können sich dann aber die Ausdrücke Gj und 
;tiG, + AgGg nur durch einen konstanten, von Null verschie- 
denen Faktor unterscheiden. Nennen wir denselben — A3, so 
mufs fürjedes Wertepaar 3^,2/ die Identität A^Gi-j-AjGj^^ — AgGj, 
oder Ai G, + A^ G2 + Aj Gä = stattfinden. Umgekehrt, wenn 
man drei von Null verschiedene Multiplikatoren A,, A^, A3 so 
bestimmen kann, dafs der Ausdruck AjGi -I- A^G^ -|- A3G3 
identisch verschwindet, so gehen die drei Geraden Gj = 0, 
Gj ^ 0, G3 ^ durch einen und denselben PuQkt. Denn 
setzt man in die Identität AjGj -|- A^Gj + AsGj = die Koor- 
dinaten des Schnittpunktes S von Gj ^ und G^^O ein, so 
erhält man, weil G, und Gg alsdann einzeln verschwinden, 
«IgGg = und folglich G3 = 0, d. h. S liegt auch auf G3 = 0. 
Wir erhalten somit den wichtigen Satz: 



y Google 



§ 25. Drei Geraden dnreh einen Punkt. Strahlenbiiachei. 51 

Damit drei Geraden G, = 0, Gg = 0, 63 = sieh 
in einem und demselben Punkte schneiden, ist not- 
wendig und hinreichend, dafs drei von Null ver- 
schiedene Multiplikatoren X^, X^, 2.^ existieren, für 
welche die Identität X^Gj + X^G^ + X^G^^O stattfindet 

Mit Benutzung dieses Satzes folgt jetzt aus früher behan- 
delten Beispielen, dafs in jedem Dreiecke die Mittellinien 
(§ 16, Aufg. 6), die Hohen (§ 24, Äufg. 7) und die Senk- 
rechten in den Mitten der Seiten (§24, Aufg. 8) sich je 
in einem und demselben Punkte schneiden. 

Aufg. 1. Untersuche durch Anwendung der beiden im 
Texte gegebenen Kriterien, ob sich die Geraden Zx — by^l^O, 
Tx-^ 2y — i = 0, 10:c — 3?/ — 11 = in demselben Punkte 
schneiden. 

Aufg. 2. Löse dieselbe Aufgabe für die Geraden x—2y=0, 
äx+by=0, 2i + 7j/ + 3 = 0. 

Aufg. 3. Untersuche das durch die Geraden 3^=0, y = 
bestimmte Strablenbüschel. Diskutiere ebenso die Gleichung 
y — y^,= H(x — 3^1) als die Gleichung des durch x = x,, 
y =^ y^ bestimmten Strahlenbüschels. 

Aufg. 4. Diskutiere die Formel in § 23, Aufg. 6 für 
den Fall, dafs Zähler oder Nenner verschwinden. 

Aufg. 5. Jedem Werte des Verhältnisses X^ : X,^ entspricht 
eine ganz bestimmte Gerade des Büschels X^G^ -\- A^G^ = 0, 
und umgekehrt. Man erhält daher sämtliche Strahlen des 
Büschels, wenn man jenes Verhältnis alle Werte von — cxi 
bis + 00 durchlaufen läfst. Weichen Werten von A, : X^ ent- 
sprechen die beiden Geraden Gj = und G^ = 0? Man 
untersuche speziell den Fall, dafs Gj=;Ound G^^O einander 
parallel sind. 

Aufg. 6. Die drei Geraden G, = 0, G^ = 0, G3 = 
mögen sich in demselben Punkte sehneiden. Dann giebt es 
drei Faktoren Xi,l^,X^, sodafs X^G^ + X^G^-\- X^G^ = ist. 
Angenommen, die drei Faktoren X^,X^,l^ leisteten das Gleiche, 
so mufs sein A, : Ag : A3 = A,' : V • V- I" diesem Sinne sind 
also jene drei Multiplikatoren eindeutig. 

Aufg. 7. Was folgt aus der Identität X^G^-\-k^G^-^X^Gz=0, 
wenn einer oder mehrere der Faktoren X gleich Null sindV 
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Aufg. 8. Man beweise, dafa die Mittellinien eines Drei- 
ecks, mit den Seiten CJB^a, CA = b, AIi = c, sich in 
einem Punkte schneiden, {Man wähle CB als a:-Achse und 
CA als )/-Achae eines schiefwinkligen Systems.) 

Aufg. 9. Durch die Geraden 2x —ly -\- \l = und 
bx -\- iy — 1^0 sei ein Strahlenbüschel definiert. Wie 
heifsen die Gleichungen derjenigen Strahlen des Büschelsj 
welche durch die Punkte ( — 2, 3), (5, 0), (0, 0) gehen, sowie 
derjenigen, welche den Achsen parallel sind? 

Aufg. 10. Von den Strahlen des A\xrc}iA^x-\-B^y-\-C^ = Q 
und A^3:~\- B^y ■\- €^ = bestimmten Büschels geht einer durch 
den Schnittpunkt der beiden Geraden AyX + B^y -|- (?/= 
and Ä^'x -\- B^y + C/= 0, während zwei andere diesen Ge- 
raden parallel sind. Bestimme die Gleichungen dieser drei 
Strahlen. Lasse insbesondere die beiden Geraden mit den 
Achsen zusammenfallen. 

§ 26. Die Gleichungen der Winkelhalbierenden zweier Geraden 
zu finden. 
Unter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten mögen 
die Gleichungen der beiden Geraden in der Normalform ge- 
gegeben sein und heifsen: 

X cos «1 + y sin ciy — d^ = 0, 

X cos «s + J/ si"^ «a ^ ^a = ö. 
Wir wollen die linken Seiten der beiden Gleichungen zur Ab- 
kürzung mit g^ resp. g.^ bezeichnen. Es ist dann g^ der, mit 
dem entgegengesetzten Zeichen genommene, Abstand des Punktes 
{x, y) von der ersten Geraden und ebenso g^ der, mit dem ent- 
gegengesetzten Zeichen genommene. Abstand des Punktes (x, y) 
Ton der zweiten Geraden. Die Halbierungslinie desjenigen 
Winkels der beiden Geraden p^^O und ^^ = 0, in welchem 
sich der Anfangspunkt befindet, ist dann dadurch aus- 
gezeichnet, dafs jeder Punkt {x, y) derselben von den beiden 
Geraden auch hinsichtlich des Vorzeichens gleiche Abstände 
besitzt. Für jeden Punkt {x, y) dieser Halbierungslinie, und 
nur für einen solchen, ist daher: 
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oder ausführlicher; 

X cos «1 + y sin «, — «^i = a; cos a.^-\- y sin a^ — ^^, 
und dies ist daher die GleichuDg der betreffenden Haibierungs- 
iinie. Die Pnnkte der andern, darauf senkrecht stehenden 
Halbierungslinie aber haben allemal entgegengesetzt 
gleiche Abstände yon den beiden gegebenen Geraden, für sie 
ist daher; 

und folglicli lautet die Gleichung dieser zweiten Winkel- 
halbierenden: 

X cos «1 + ?/ sin «i ~ 'Ji ^ — i^ cos ß^ -f" !/ ^^"^ "i — ^i)- 
Behalten wir die abgekürzte Bezeichnung bei, so können 
wir also die Gleichungen der Winkelhalbierenden 
der beiden Geraden j/i = und 3^ = in der Form 
schreiben: 

?i— ?ä=0 und r/i+i-. =0. 

Aufg. 1. Die Seiten eines Dreiecks seien durch die 
Gleichungen: 
X cos a^ -\- y sin a, — ^, = 0, x cos k^ + ^ sin «^ — 1^2= 0, 

X cos ttg + y sin Kg — 8^ = 0, 
oder abgekürzt durch ^1 ^ 0, ^^ = 0, ^3 = gegeben. Nimmt 
man den Anfangspunkt im Innern des Dreiecks an, so heifsen 
die Gleichungen der Halbierungslinien der Dreieckawinkel: 

<l2—9i = '^, 9i — 9i = ^y 9i^9t = ^ 
und der Halbierungslinien der entsprechenden Aufsenwinkel : 

?2 + ?3 = 0, 93 + 9<. = 0, ;/i + Ä = 0. 
Addiert man die drei ersten Gleichungen (man habe immer 
vor Augen, welche Ausdrücke ji, g^, g^ resp. bedeuten), so 
erhält man identisch Null, d. h. die drei Halbierungslinien der 
Dreieckswinkel gehen durch einen Punkt. In ähnlicher Weise 
kann man aber auch z. B. aus den Gleichungen: 

9i — 9z = 0, S-a + ?i = 0, 9i + ?a = 
(indem man sie resp. mit 1, 1, — 1 multipliziert und addiert) 
identisch Null erhalten und so den Satz beweisen: Die Halbie- 
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roDgsliiiien je zweier Aufsenwinkel und des entsprechenden 
dritten Dreieckswinkels treffen sieii iu einem Punkte. 

Aufg. 2, Bestimme {durch Reduktion auf die Normal- 
form) die Gleichungen der Halbierungslinien von: 

4a: — 3;/ — 2 = und 5»/ 4- 12a; + 3 = 
und zeige, dafs sie auf einander senkrecht stehen, 

Aufg. 3. Löse dieselbe Aufgabe für die Geraden: 
y = ft^x -\- fti, y = fi^x-^ b^. 

Aufg, 4. Zeige, dafs die Gleichungen der Winkelhalbie- 
renden der Geraden: 

^,3; + ß,)/ + C, =0 und ^x + Tf.J/ + (7, = 
sich in der Form: 

A,x + B, y+ G, ^ I A^^_B,y^ -\-C^ 

darstellen lassen. 

Aufg. 5. Unter Benutzung derselben Bezeichnungen und 
Voraussetzungen wie in Aufg. 1 ist zunächst einzusehen, dafs 
J^i ~l~ ^2 ~F Ä = die Gleichung einer Geraden ist, welche 
durch den Schnittpunkt von g^ =• und ^a + ffa ^ hin- 
durchgeht (§ 25). Daraus ist dann folgender Satz leicht ab- 
zuleiten: Die Halbierungslinien der drei Aufsenwinkel eines 
Dreiecks schneiden die gegenüberliegenden Seiten in drei 
PunkteUj welche in derselben Geraden liegen. Die Gleichung 
dieser Geraden ist ft + ^»2 + S'a ^ 0. 

Aufg. 6. Ebenso ist zu zeigen, dafs gi — (7s — Sa '= 
die Gleichung einer Geraden ist, welche durch den Schnitt- 
punkt von g, = und ^3 + J's ^ 0, aber auch durch den 
Schnittpunkt von g^ = und g^ — ^^ = und endlich auch 
durch den Schnittpunkt von ^3 = und gi — g^ ^ hin- 
durchgeht. Dies führt zu dem Satze: Die Halbierungslinien 
zweier innerer Winkel und des dritten Äufsenwinkels eines 
Dreiecks schneiden die gegenüberliegenden Seiten in Punkten 
einer Geraden. Solcher Geraden giebt es dann aber drei, ihre 
Gleichungen sind: 

9i~(Ji—gs = 0, 92 — 93—gi'^ 0, g^- 9,— g.i = 0. 
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Aufg. 7. Diskutiere das Strahlenbiiscliel ^1^1+^2^2 = 
und beachte insbesondere die Werte A, : A^ = + 1, — 1, 0, 00. 
Uutersuehe speziell den Fall, dafs </, = und (/^ ^ einander 
parallel sind. 

Aufg. 8. Gieb die Gleichungen derjenigen durch den 
Anfangspunkt gehenden Strahlen an, welche den ersten und 
zweiten Quadranten in 2, 4, 8 etc. gleiche Teile teilen. 

§ 27. Affine Punktsysteme. 

In einem beliebigen Koordinatensysteme sei eine endliche 
oder unendliche Anzahl von Punkten P/, P/, P3', . . . gegeben, 
deren Gesamtheit wir ein Punktsystem nennen wollen. Aus 
diesem Punktsysteme können wir ein anderes P/', P^", P/', . . . 
dadurch ableiten, dafs wir die Abseisseu x^', x^, x.^, . . . der 
Punkte Pj', P/, Pg', , . . ungeändert lassen, ihre Ordinaten 
Vit Vit J/s'j ■ ■ ■ ^^^ ^^^ *^ß™ konstanten Verhältnisse 6 : a 
multiplizieren. Die Koordinaten der Punkte P," (4^1,2,3,...) 
sind daher mit denjenigen der entsprechenden Punkte P,' 
durch die Gleichungen verbunden: 

(1) xr=x;, yr=~yi', (1=1,2,3,...). 

Zwei derartige Punktsysteme nennt man affin und man 
erkennt, dafs, wenn das Aff'initätsverhältnis b:a von dem 
ersten Systeme zu dem zweiten führt, man durch das reziproke 
Verhältnis a-.h von dem zweiten wieder zu dem ersten zurück- 
gelangt. Die Affinität zweier Systeme ist also stets eine 
gegenseitige. 

Aus der Definition der Affinität zweier Punktsysteme folgt 
zunächst, dafs die Punkte der a;- Achse, welche auch Affini- 
tätsachse heifst, sich selbst entsprechen. Eine einfache geo- 
metrische Betrachtung zeigt sodann ferner, dafs ganz allgemein 
den Punkten einer beliebigen Geraden im affinen Systeme stets 
wieder die Punkte einer Geraden entsprechen. Um dies auch 
analytisch festzustellen, nehmen wir an, in dem ersten Systeme 
sei eine Gerade /' gegeben durch die Gleichung: 

(2) y = ^x'+n. 
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Den Punkten P' von f entsprechen dann in dem zweiten 
Systeme Punkte P", deren Koordinaten, mit Rücksicht auf 
(1) imd (2), der Gleichung genügen: 

(3) y"=~{!ix"-\-n), d.h.: 

Den Punkten P' einer Geraden f entsprechen 
im affinen Systeme die Punkte P" einer Geraden f". 
Die beiden affinen Geraden treffen sich auf der Affi- 
nitätsaehae. Der Richtuugskoeffizient von f" ist 
gleich demjenigen von f, multipliziert mit dem Affi- 
nitätsverhältnisse h : a, welches von f zu f" geführt 
hatte. Paralleien Geraden f^', f^, fs',... des ersten 
Systemes, mit dem gemeinschaftlichen Richtungs- 
koeffizienten jt, entsprechen daher in dem zweiten 
Systeme wieder parallele Geraden, mit dem gemein- 
schaftlichen Richtungskoeffizienten — ft. 

Wählt man auf einer Geraden f ein behebiges Stück 
Pi'F^' und auf der entsprechenden Geraden f" das entsprechende 
Stück F,"F.i", 80 ergiebt sich aus (1), wie auch durch eine 
einfache geometrische Überlegung, dafs entsprechende 
Punkte P' und P" von f und f" mit den Strecken 
P^'P^' und P"P^" gleiche Teilverhältnisse bestimmen 
und dafs auch umgekehrt Punkte mit gleichen Teil- 
Verhältnissen entsprechende sind. Insbesondere sind 
daher die Mittelpunkte M' und M" von P^' P^' und 
P^'P^" entsprechende Punkte der beiden affinen 
Systeme. 

Konstruiert mau ferner zu einem beliebigen Polygone 
P^'Pi. . . Pn das affiue Polygon P,"Pi,". . . P„" und berechnet 
nach § 13 den Inhalt J' resp. J", so folgt aus Gl. (1): 

(4) J"= ^ J-. 

Der in dieser Gleichung ausgesprochene Satz läfst noch 
eine Verallgemeinerung zu. Betrachtet man nämlich eine 
krummlinig begrenzte, geschlossene Figur als die Grenze, 
welcher sich ein eingeschriebenes Polygon dadurch nähert, 
dafs die Anzahl der Polygonseiten ins Unendliche wächst, 
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und berücksichtigt, dafs der in Gl. (4) enthaltene Satz ganz 
unabhängig von der Anzahl der Polygonseiten ist, so ergiebt 
sich die wichtige Folgerung: 

Konstruiert man zu einer beliebigen krummlinig 
oder gradlinig begrenzten, geschlossenen Figur, mit 
Benutzung des Affinitätsverhältnisses b:a, die affine 
Figur, so erhält man den Inhalt der zweiten, indem 
man den Inhalt der ersten mit dem Affinitätaver- 
nisse b:a multipliziert. 

Aufg. 1. Zeichne einem Kreise reguläre Polygone von 
3, 4, 5, 6, 8, 10 Seiten ein und konstruiere, unter Voraus- 
setzung eines beliebigen Affinitäts Verhältnisses, einer beliebigen 
Affinitätsachse und einer beliebigen Ordinatenachse, je die 
affine Figur, BenutKe dabei den Satz, dafs affine Geraden 
sich auf der Affinitätsaehse schneiden. Wähle sodann speziell 
eine Symmetrielinie der gegebenen Polygone als Affinitäts- 
achse. 

Aufg. 2. Ist in zwei affinen Systemen die Affinitäts- 
achse die einzige Gerade, welche sich selbst entspricht? Zeige, 
dafs es solcher unendlich viele giebt^ beachte aber, dafs die ein- 
zelnen Punkte derselben sich nicht immer selbst entsprechen. 

Aufg. 3. Können affine Geraden einander parallel sein? 

Aufg. 4. Zeige, dafs in affinen Systemen entsprechende 
Winkel im allgemeinen nicht einander gleich, affine Dreiecke 
also einander nicht ähnlich sind. 

Aufg. 5. Durch die Geraden Sa: — 5y + 3 = und 
5x-\-y — 2 = wird ein Strahlenbüschel bestimmt. Gieb für 
&:a = 2 die Gleichung des affinen Büschels an und studiere 
das gegenseitige Verhalten beider Büschel mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Aufgaben (2) und (3). 

Aufg. 6. Bestimme den Winkel der zu den Geraden 
1/ = (la; -|- «I und y = a; -j- jJj affinen Geraden. 

Aufg. 7. Studiere die Affinität, weiche dem Verhältnisse 
h : a = ~ 1 entspricht (schiefe und rechtwinklige Symmetrie; 
Symmetrieachse). 
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§ 28, Sätze ans der Theorie der Transversalen. 
Das vollständige Viereck. 

I. Die Seiten BC= a, CA = 1, AB = c des Dreiecks 
ä.£C mögen von einer beiiebigen Geraden (Transversalen) in 
^.^ ^^ den Punkten A,,B„ C^, mit den Teil- 

verhäitnissen: 
BÄ, ^ OB^ __ AC^ _ 

A]C ' B^A ~ ^' C,B ~ *' 

getroffen werden. Dann ist klar, dafs 
durch l und jt die Transversale und 
folglich auch v eindeutig bestimmt 
sind. Es mufsalso zwischen ^,(i.,v 
eine Relation bestehen, welche 
wir suchen wollen. 
Zu diesem Zwecke wählen wir CB zur a:-Ächse und CA 
Kur i/-Ächse eines schiefwinkligen Systems. Dann foigt aus 
§ ö, dafs die Abscisse von A^ gleich ^- .-j und die Ordinate 
von B-, gleich ~- ist. Die Gleichungen von AB und A.B. 
sind daher (§ 18): 




V (1 + -1) + 



y. \±.^. 



Daraus ergiebt sich die Abscisse des Schnittpunktes Cj (§ 23) 

gleich T-- Dieselbe ist aber auch andrerseits gleich-—; — > 

insofern C\ in Bezug auf die Strecke AB das Teilverhältnis v 
besitzt. Aus: 



folgt jetzt; 


1 "+ . 1-1,. 


oder: 


Apv--1, 


(1) 


BA,.CB,.AC, ^ 
Ä,0 .B.A.'CJI 


Diese Kektion heilst der Satz des Menelai 
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II. Verbindet man einen beliebigen Punkt P mit den 
Ecken Ä, S, C eines Dreiecks, so treffen diese Verbindungs- 
linien die gegenüberliegenden Seiten ^^ ^^ 
in Punkten Ai, Bj, C\, denen die A 
Teil Verhältnisse: 

BA, , OB, 

AG, _ 
C, B ~ ^ 

zukommen mögen. Da A und ft den 
Punkt P und folglicli auch C, ein- 
deutig bestimmen, so mufs es möglich sein, v aus A 
und ft zu berechnen. 

Indem wir uns desselben Koordinatensystems bedienen 
wie bei I, erhalten wir wieder für -4, die Abscisse , für 

jßj die Ordinate - ■ , so dafs die Gleichungen von AA; und 
BB, geschrieben werden können: 

7 (1 + i) + -f- - 1, 

Durch Subtraktion erhält man: 

ÜA-f A = 0, 
a b n 

als die Gleichung einer durch P gehenden Geraden (§ 25), 
welche, da das absolute Glied fehlt, keine andere sein kann 
ais CC^. Aus der Gleichung von CCi und der Gleichung 
-- + ^ ^ 1 von AB findet man die Abseisse -■ , — : - des 
Punktes C, , der andrerseits auch die A 

folgt aber: 

A,t,. = + 1, 
oder: 

BÄ,.CB, -A C,_ 
^^'' A^C .B,A . C^B ' 

Diese Relation heifst der Satz des Ceva. 
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IIL In folgender Weise lassen sich die Resultate von I 
und II kombinieren. Wir verbinden BiCj durch eine Trans- 
versale, welche die Seite BC 
A in dem Punkte ^4/ treffen 

möge. j4j' bildet dann mit 
B C das Theilverhältnis ^^, 
welches wir mit J.' bezeichnen. 
Bedeuten dann wieder i, jt, 
V die Teilverhältnisse von 
Ä^, -Bj , C\, so kann man 
zunächst auf die Transver- 
sale BiCj^A^' den Satz I anwenden und erhält: 

Vfiv 1. 

Andrerseits ist infolge von Satz II: 
A^r = + 1, 




( sich ergiebt: 



-1' = 



rden durch die Punkte 



d. h. die Punkte B, C i 
harm<inisch getrennt. 

Seien jetzt vier beliebige Punkte A, B, C, B gegeben, so kann 
man sie als die Ecken eines vollständigen Vierecks mit den 
sechs Seiten AB, CB; AC, BB; AB,BC betrachten, welche 
sich noch in den Diagonal punkten E, F, G treffen. Verbindet 
Fjg, B5. man dann F mit G durch eine 

Gerade, welche AB in H, CB 
l\ in J schneidet, so erkennt man 

leicht, dafs A, B durch E, H 
und ebenso C, D durch E, J har- 
monisch getrennt werden. Man 
braucht nämlich nur den soeben 
bewiesenen, aus der Kombination 
von I und II hervorgegangenen 
Satz das eine Mal anzuwenden auf das Dreieck ABF, mit der 
Transversalen CB und dem Punkte G, das andere Mal auf das 
Dreieck CBF, mit der Transversalen AB und dem Punkte G. 
In ähnlicher Weise erkennt man, dafs die Verbindungslinie 
EG die Seiten AC und BB in Punkten trifft, die, mit F als 
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zugeordnetem Punkte, A und C, resp.JS und D harmonisch trennen. 
Und endlich schneidet auch die Verbindungslinie EF die Seiten 
AD und BC in Punkten, die, mit G als zugeordnetem Punkte, 
die Punkte A, D und B, C harmonisch trennen. So erhalten 
wir also durch Verbindung der drei Diagonalpunkte 
E,F, G auf jeder der sechs Seiten des vollständigen 
Vierecks harmonische Gruppen. Diese harmonischen 
Eigenschaften des vollständigen Vierecks gestatten, in ein- 
facher Weise, durch Anwendung des Lineals allein, zu drei 
gegebenen Punkten den vierten harmonischen Punkt zu kon- 
struieren. 

Aufg. 1. Beachte bei den Sätzen von Menelaus und 
Ceva jedesmal die Vor2eichen der in Betracht kommenden 
Strecken. Wähle für A und jt spezielle Zahienwerte und be- 
stimme jedesmal v. Was sagen die beiden Sätze z. B. aus 
für i = fi= 1? 

Aufg. 2. Es sind drei Punkte A, B, C gegeben. Mau 
suche den vierten harmonischen, C zugeordneten Punkt a) wenn 
C zwischen A und B, b) wenn C aufserhalb der Strecke AB 
sich befindet. 

§ 29. Geometrische Örter. 

Unter dem geometrischen Orte eines Punktes versteht man 
bekanntlich eine Linie, deren sämtliche Punkte einer und der- 
selben Bedingung unterworfen sind. Denkt man sich, unter 
Benutzung eines Koordinatensystems, diese Bedingung durch 
die Koordinaten x, y des Punktes, dessen Ort bestimmt wer- 
den soll, ausgedrückt, so erhält man eine Gleichung zwischen 
X und y, die allemal, aber auch nur dann, erfüllt wird, wenn 
der Punkt {x, y) dem gesuchte Orte angehört, und die man 
daher als die Gleichung des Ortes bezeichnen kann. Die 
folgenden Aufgaben sollen dies noch weiter erläutern. 

Aufg. 1, Den Ort des Punktes zu bestimmen, der von 
zwei festen Punkten (a^, ft,) und (a^, 6g) denselben Abstand hat. 

Bezeichnet man die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes, 
dessen Ort bestimmt werden soll, mit x, y, so sind diese der 
Bedingung unterworfen: 
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(rt - o,)' + (J, - S,)> - (» - o,)' + (!/ - 
aus der durch einfache Reduktion folgt: 

2(03 — Oi)a; + 2(&2 — ii}y = «2^ — «,^ + V — V- 
Dies igt aber die Gleichung einer Geraden, welche im Mittel- 
punkte f ' T" ' ) ' "y M der Verbindungalime der gegebenen 
Punkte auf dieser senkrecht steht (§ 24). 

Aufg. 2. Von einem Dreiecke seien gegeben die Basis 
und die Differenz der Quadrate der Seiten; man sucht den 
Ort der Spitze. 

Wir wählen die Basis .45^ 2c zur Absei ssenachse eines 
j,. g^ rechtwinkligen Achsensystem8,mit dem 

Mittelpunkte von AB als Anfangs- 
punkt. Dann haben wir die Bedingung: 

AC^ — BC^ = d^ 
(wo d^ die gegebene Differenz ist) 
durch die Koordinaten x, y der Spitze 
C auszudrücken. Es ist aber: 
AC^ = {c~\- xy + y\ BC = (e - xf + f, 



folglich : 
oder: 



AC 



■ BC" 



- 4:CX = 



d. h. der Ort ist die Senkrechte, die man auf der Basis, im 
Abstände j- vom Anfangspunkte, errichten kann. 

Bei vielen Aufgaben, die sich auf geometrische Orter be- 
ziehen, ist es nicht möglich, die Bedingung, welcher der ver- 
änderliche Punkt unterworfen ist, direkt durch eine zwischen 
den Eoordioaten x, y derselben bestehende Gleichung aus- 
zudrücken. Man ist vielmehr oft genötigt, zunächst x und y 
einzeln durch andere Veränderliche auszudrücken oder 
Relationen zwischen x, y und diesen anderen Veränder- 
lichen herzustellen, und man erhält dann die Gleichung des 
Ortes erst durch Elimination dieser Veränderlichen. Solche 
veräüderliche HülfsgrÖfsen nennt man Parameter. Wir 
geben hierfür einige 1 
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Aufg, 3. Zu der einen Seite eines Dreiecks werden 
Parallelen gezogen und die mit den beiden anderen Seiten des 
Dreiecks gebildeten Schnittpunkte jedesmal mit den Gegen- 
punkten verbunden. Man sucht den Ort des Schnittpunktes 
dieser Verbindungslinien. 

Man wähle CB und CA als Koordinatenachsen eines 
schiefwinkligen Systems. Da die Athsenabschnitte der zur 
dritten Dreieckseite AS parallelen Kg. 25, 
Geraden Ä^B^ den Seiten CB = a 
und CA = h proportional sind, so 
kann man sie durch Xa und Xh 
ausdrücken, insofern X einen ver- 
änderlichen Parameter bedeutet. zL. _i ^ 

Jeder der unzählig vielen Paralle- 
len entspricht dann ein ganz bestimmter Wert von X, und 
umgekehrt gehört zu jedem X eine ganz bestimmte Parallele 
zu AB. 

Die Gleichungen von Ä^B und .dB, lauten nun: 

Hier haben wir also zwei Relationen zwischen x, y und X. 
Aus diesen kann man eine einzige herstellen, in welcher X 
fehlt, dadurch, dafs man die zweite Gleichung von der ersten 
subtrahiert und dann mit 1 — dividiert. Man erhält: 



als Gleichung des gesuchten Ortes. Dieser ist demnach die 
durch G gehende Mittellinie des Dreiecks {§ 25, Aufg. 8). 

Aufg. 4. In einem schiefwinkligen Achsensysteme bewege 
sich eine Gerade so, dafs die Summe ihrer Achsen abschnitte 
konstant ist. Jedesmal werde das zwischen den Achsen be- 
findliche Stück der Geraden durch einen Punkt in einem 
konstanten Teil Verhältnis geteilt. Welches ist der Ort dieses 
Punktes? 

Es sei: OA = a, OB = b, 

a -^h ^ c und -pj, = X. Die Koordinaten von P heifsen 
dann: 
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Fügt man zu diesen beiden Gleichuageu noch a -^h = e, so 
hat man drei Gleicliungeii zwischen x und y und den beiden 
Parametern a und b. Um diese letz- 
teren zu eHminiereu, multipliziere 
man die erste Gleichung mit A und 
addiere hierzu die zweite, wodurch 
man für die Gleichung des gesuchten 
Ortes erhält: 

Aufg. 5. Bestimme den geometrischen Ort der Mittel- 
punkte der einem beliebigen Vierecke eingeschriebenen Pa- 
rallelogramme, unter Benutzung der Diagonalen des Vierecks 
als Koordinatenachsen. 

§ 30. Hauptaufgabe und Methode der analytischen Geometrie. 

Durch die bisherigen Untersuchungen haben wir einen 
eigentümlichen Zusammenhang kennen gelernt zwischen einem 
geometvischen Gebilde, nämlich einer geraden Linie, einerseits 
und einer algebraischen Gleichung mit zwei Unbekannten 
andrerseits. Wir sahen, dafs zu jeder geraden Linie eine 
Gleichung mit zwei Unbekannten x und y gehört, welche in 
Bezug auf diese vom ersten Grade ist und allemal, aber auch 
nur dann, erfüllt wird, wenn x und y die Koordinaten eines 
Punktes der Geraden darstellen. Umgekehrt konnten wir jede 
Gleichung von der Form Äx -{- IBy ~\- C ^ als die Glei- 
chung einer geraden Linie deuten. (Wegen dieses Zusammen- 
hanges nennt man auch die Gleichung Ax -j- By + C = eine 
lineare Gleichung.) 

Es drängt sich nun die Frage auf, ob, unter Benutzung 
eines bestimmten Koordinatensystems, für jede durch ein 
bestimmtes mathematisches Gesetz definierte Kurve eine 
Gleichung mit zwei Unbekannten x und y gefunden werden 
kann, welche allemal, aber auch nur dann, befriedigt wird, wenn 
X und y die Koordinaten eines Punktes der Kurve bedeuten, 
und ob umgekehrt jede zwischen zwei Unbekannten x und y 
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bestehende Gleichung in der angegebenen Weise als Gleichung 
einer bestimmten Kurve gedeutet werden kann. 

Die in dem vorhergehenden Paragraphen an einzelnen 
Beispielen entwickelten Methoden führen zur Beantwortung 
dieser Fragen. Denn denken wir uns eine Kurve als den geo- 
metrischen Ort eines Punktes definiert, welcher einer bestimmten 
Bedingung unterworfen ist, so hat man nur diese Bedingung 
durch die Koordinaten des Punktes, dessen Ort die gegebene 
Kurve ist, auszudrücken und erhält eine Gleichung zwischen 
X und y, welche allemal, und nur dann, erfüllt wird, wenn x 
und y die Koordinaten eines Punktes der Kurve bedeuten. 
Definiert man z. B. den Kreis als den Ort eines Punktes, 
dessen Abstand von einem festen Punkte, j.^^ ^t 

den wir zum Anfangspunkte eines recht- 
winkligen Koordinatensystems wählen 
wollen, konstant gleich r ist, so läfst 
sich die dem Punkte P auferlegte Be- 
dingung durch die Gleichung x^-\-y^ = r^ 
ausdrücken. Diese Gleichung gilt für 
alle Punkte des Kreises mit dem Ra- 
dius r, aber auch nur für diese. Für 

jeden Punkt innerhalb des Kreises ist x^ -\- y^<Z f^, für jeden 
Punkt aufserhalb des Kreises ist 3:^ -f- !/^ > r^. 

Wir werden demnach die Gleichung x^ -\- y^ = r^ (weil 
ausschlief slich den Punkten des Kreises zukommend) als die 
Gleichung des Kreises mit dem Eadius r bezeichnen, 
indem wir definieren: 

Unter der Gleichung einer Kurve in Bezug auf 
ein gegebenes Koordinatensystem versteht man eine 
Gleichung zwischen zwei Unbekannten a; und y, welche 
allemal, aber auch nur dann, erfüllt wird, wenn a: und y 
die Koordinaten eines Punktes der Kurve bedeuten. 

Für den Fall einer geraden Linie, aber auch nur dann, ist 
diese Gleichung in Bezug auf x und y linear. 

Umgekehrt iäfst sich jede Gleichung zwischen zwei Un- 
bekannten X und y in dem angegebenen Sinne als die Glei- 
chung einer Kurve deuten. Denn man kann in einer solchen 
Gleichung der einen Unbekannten, etwa x, einen beliebigen 

«BDlor u. Kudio, analjt. Ceom. ä, Ebano. 2. Aufl 5 
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Wert beilegen und dann die Gleichung nach der andern Un- 
bekannten auflösen. Dadurch erhält man ein Wertepaar x, y, 
welches der Gleichung genügt und welches man geometrisch 
durch einen Punkt mit der Abseisse x und der Ordinate y 
repräsentieren kann. Wiederholt man dieses Verfahren, indem 
man x alle möglichen Werte giebt und jedesmal das zugehörige y 
berechnet, so erhält man eine Aufeinanderfolge -von Punkten, 
die sich zu einer Kurve vereinigen. 

Nach diesen Auseinandersetzungen ist z. B. klar, wie man 
analytisch die Durch Schnitts punkte von zwei durch ihre Glei- 
chungen gegebenen Kurven bestimmt. Die Koordinaten der ge- 
meinschaftlichen Punkte müssen den beiden Kurvengleichungen 
gleichzeitig genügen, und man erhält sie daher als die gemein- 
schaftlichen Lösungen derselben. Auf diese Weise wird das 
ursprünglich geometrische Problem in ein rein algebraisches 
verwandelt. 

Wir können nunmehr als das Wesen der analytischen 
Geometrie die Anwendung algebraischer Methoden auf die 
Untersuchung geometrischer Gebilde bezeichnen; ihre Aufgabe 
besteht darin, Kurven in dem oben definierten Sinne durch 
Gleichungen zu repräsentieren und aus deren Eigenschaften die 
charakteristischen Eigentümlichkeiten der zugehörigen Kurven 
zu ergründen. 



Drittes Kapitel. 
Der Kreis. 
§ 31. Die Gleichung des Kreises. 
Im vorhergebenden Paragraphen wurde die Gleichung des 
Kreises abgeleitet für den Fall , dafs der Mittelpunkt zum An- 
fangspunkte eines rechtwinkligen Achsensystems gewählt wor- 
den war. Seien jetzt allgemeiner f, q die rechtwinkligen 
Koordinaten*) des Mittelpunktes eines Kreises und j- der 

*) In diesem ganzen Kapitel aolleu mit rechtwinklige Koordinaten 
zur Anwendung kommen. 
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Radius. Um die Gleichung des Kreises zu erhalten, hat man 
nur auszudrücken, dafs jeder Punkt (ir, y) des Kreises vom 
Mittelpunkte (p, q) desselben den kon- ^. ,g 

stanten Abstand )■ besitzt. Dies fahrt ^y\ .,-— -^ 

aber (§ 8) zu der Gleichung : ■ / ,X 

(1) (i-j,)> + (j-,)'_r-. / «/-^, j 
Diese Gleichung wird allemal, aber ' \ i :/ 
auch nur dann, erfüllt, wenn der ^v^^]^ y": 

Punkt {x, y) auf dem Kreise liegt. ^ ^ ■ 

Für jeden Punkt innerhalb des 

Kreises ist die liuke Seite der Gleichung (1) kleiner, für jeden 
Punkt aufserhalb des Kreises gröfser als r^. 

Aus der allgemeinen Gleichung (1) ergeben sich die spe- 
ziellen Formen der Kreis gl eich ung durch besondere Wahl des 
Mittelpunktes. Liegt dieser auf der a:- Achse, so erhält man, 
wegen 3 = 0, die Gleichung: 

(2) (ä! -!,)' + !,' = .■•. 

Berührt überdies noch der Kreis die »/-Achse, d. h, ist ji = j-, 
so folgt: 

(3) X- + y- — 2rx = 0. 

Befindet sich der Mittelpunkt auf der «/-Achse, so lautet die 
Kreisgleiehung : 

(4) »■ + (j - 9)* - •■% 
welche sich auf 

(ä) x^-\-y^~- 2ry = 

reduziert, wenn aufserdem noch der Kreis die a:-Achse berührt. 
Fällt der Mittelpunkt mit dem Anfangspunkte zusammen 
(§ 30), so heifst die Kreisgleiehung: 

(6) x' + y'~ r'. 

Eiidhch erhält man für einen beliebigen, durch den Anfangs- 
punkt gehenden Kreis, dessen Mittelpunkt die Koordinaten p, g 
besitzt, wegen j)" + 9^ = y^, die Gleichung: 

(7) x' + y'- 2px - 2qy = 0. 

Da Gleichung (1) durch Multiplikation mit einer beliebigen. 
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von Null verschiedenen Konstanten a in ihrer Bedeutung nicht 
geändert wird, so erkennt man: 

Die allgemeine Gleichung eines Kreisea ist eine 
in Bezug auf x und y quadratische Gleichung, in wel- 
cher das Glied mit xy fehlt und die Glieder mit x^ 
und ^ denselben Koeffizienten besitzen, sie ist also 
von der Form: 
(8) ax' -\-ay^-\-bx + cy-\-d = 0. 

Umgekehrt läfst sich zeigen, dafs jede Gleichung 
dieser Form als die Gleichung eines Kreises angesehen 
werden kann. 

Dividiert man nämlich Gleichung (8} durch a, so kann 
man sie leicht auf die Form bringen: 

in (»+i,y+(»+.-^r=£+ä-4' 

oder: 

(x ^p,f + (y — qif = r^\ 

insofern man zur Abkürzung setzt: 



h c -^/b' -\- c' - iad 

Pi = ~^a' ^' = -^' ''^^ ra ' 

d. b. Gleichung (9) und folglieh auch Gleichung (8) ist die 
Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkte {pi, q^ und 
dem Radius r,. Dabei ist allerdings vorausgesetzt, dafs r^ 
reell, d. b. dafs 6^ + c^ — 4ad > sei. 

Ist h^ -\- (? — Aad < 0, so kann der Gleichung (9) durch 
kein reelles Wertepaar {x, y) genügt werden, folglich hat dann 
auch Gleichung (8) keine geometrische Bedeutung. Ist endlich 
&' + c* — Aad = 0, so wird die Gleichung (8) nur durch die 
Koordinaten des einen Punktes \— j^> — -|-} befriedigt. 

Aufg. 1. Wie heifst die Gleichung des Kreises mit dem 
Mittelpunkte ( — 3, —5) und dem Radius r ^ 47 Liegt der 
Anfangspunkt innerhalb oder aufserhalb des Kreises? 

Aufg. 2. Die Gleichung des durch den Anfangspunkt 
gehenden Kreises mit dem Mittelpunkte (2, —3) zu finden, 

Aufg. 3. Wie heifst die Gleichung des Kreises, dessen 
Mittelpunkt (5,0) ist und welcher die Gerade x — y = be- 
rührt? 
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Äufg. 4. Bestimme die Schnittpunkte des Kreises: 
a(x^ -i- y^) -\- bx -{- cy -{- d ^ 
mit den Achsen und zeige, dafs das Produkt der beiden auf 
der a;- Achse gebildeten (vom Anfangspunkte aus gerechneten) 
Achsenabachnitte gleich dem Produkte der auf der y-Achse 
gebildeten Abschnitte ist. 

Aufg. 5. Es seien nti, m^, n^, «^ vier Zahlen, welche 
der Relation miinä = w,M2 genügen. Bestimme die Gleichung 
des Kreises mit den Aclisenabschnitten wii, m^, «,, k^. 

Aufg. 6. Finde den Mittelpunkt und den Radius des Kreises: 
2(3^ + )/-) - 2:k + 6;/ — 3 = 0. 

Aufg. 7. Die Gleichungen aller Kreise zu finden, welche 
die 3: -Achse im Punkte x =^ a berühren. 

Aufg. 8. Die Gleichungen aller Kreise zu finden, welche 
beide Koordinatenachsen berühren. 

Aufg. 9. Die Gleichung des um den Anfangspunkt be- 
schriebenen Kreises zu finden, welcher durch den Punkt 
(— 5, 3) geht. 

Aufg. 10. Die Gleichung des um den Anfangspunkt be- 
schriebenen Kreises zu finden, welcher die Gerade: 

berührt. 

Aufg. 11. Die Gleichung des Kreises zu finden, dessen 
Mittelpunkt (3, — 2) ist und welcher die Gerade ^ = 73:4-11 
berührt. 

§ 32. Bestinunnng eines Kreises durch drei Punkte. 
Dividiert man die allgemeine Kreisgleiehung: 
ax^ -\- ay^ -\- hx -\- cy -{- d = 
durch a, wodurch die Form: 

x^-iry^ + h'x-{-cy + d'=<i 
entsteht, so erkennt man, dafs dieselbe im Grunde genommen 
nur drei Konstanten enthält, wie auch die Form: 

{x—pf + {y~qf = r^ 
zeigt. Daraus folgt, dafs man einen Kreis stets ao bestimmen 
kann, dafs er drei vorgeschriebenen Bedingungen genügt, z. B. 
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, dafa er durcli drei gegebene Punkte hindurch geht. Sind 
ese (a^i, y,); (x^, j/g); (x^, y^), so mufs sein; 

^1^ + Vi^ + i'^i + c'!/i + '^■= 0, 

^s' + */a' + f>'^2 + c>, + d'= 0, 

«/ + J/s' + i^'^a + c'^/s + '^'^ 0- 

Äua diesen Gleichungen ergeben sich die Unbekannten 

, c', ä'. Bei der Auflösung tritt der gemeinschaftliche Nenner: 



oder: 



XiiVs — Vi) + ^2{y3 — Vi) + 3^3(^1 — Vi) > 



auf, der nur dann verschwindet, wenn die drei gegebenen 
Punkte in einer Geraden liegen. In jedem andern Falle erhält 
man daher für h', c, d' bestimmte endliche "Werte. 

Au fg. 1. Die Gleichung des Kreises zu finden, der dem 
Dreiecke (2, 3); (-—5, 1); (3, — 2) umgeschrieben ist. 

Aufg. 2. Die Gleichung des Kreises zu finden, der durch 
den Anfangspunkt und die beiden Punkte {x^, y^); (x^j, 1/3) 
hindurchgeht. 

Aufg. 3. Bestimme in der im Teste angegebenen Weise 
&', c', (?' und beweise, dafs der Radius r= ^Yb'^ -^- c'~^ — 4d' 
stets reell ist {§ 31). 

Aufg. 4. Bestimme den Radius und die Gleichung des 
Kreises, der durch die Punkte (0, 0); (1, 2); (— 2, — 4) gebt, 
und diskutiere das Resultat. 

§ 33. Der Kreis und die Gerade. 

Um die Lage einer beliebigen Geraden in Bezug auf einen 
Kreis zu untersuchen, wählen wir den Mittelpunkt des letzteren 
zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Aebsenaystems und 
setzen die Gleichung der Geraden in der Normalform voraus. 

Es mögen demnach: 

(1) x^ + y^ = r^, 

(2) X cos « + 3/ sin K — <J = 

die Gleichungen des Kreises und der Geraden darstellen. 
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Die Schnittpunkte ergeben sich, indem man etwa aus (2) 
y berechnet und in (1) einsetzt. Man erhält dann: 

(3) 3;^ — 2dcosa.fl: + ö*— f^sin*« = 0, ^'s- ^'^ 
und diese in x quadratische Gleichung 
liefert die Abscissen der beiden Schnitt- 
punkte. Die Eealität der Wurzeln hängt 
von dem Vorzeichen der Diskriminante: 

(4) d^cos^« — i}^4-»-^siQ^a = sin^o;(»^ — S^) 
ab, woraus man erkennt, daTs jede 
Gerade den gegebenen Kreis iu 
zwei reellen und von einande: 




verschiedenen, lu zwei 
und zusammenfallenden Punkten, oder gar 
^d A. h. je nachdem 



nicht schneidet, je nachdem 
der Abstand der Geraden vom Mittelpunkte des 
Kreises kleiner, gleich oder grÖfser ist als der Radius. 
Nehmen wir an, die Schnittpunkte seien reell — wir wollen 
sie mit S^ und Sj, ihre Koordinaten mit x^, y^ und x^, y^ 
bezeichnen — , dann erhalten wir aus (3), ohne aufzulösen, die 
Abscisae ^-T--^ des Mittelpunktes der Sehne S^S^, nämlich: 
{5} a:= ^'+^^ =tf C03K. 

Führt mau diesen Wert in (2) ein, so findet man die zugehörige 
Ordinate : 

(6) ,-'A±Jä-iünu. 

Aus diesen Gleichungen für x und y aber folgt: 

(7) y^xi^a, 

d. h. der Mittelpunkt der Sehne S, S^ liegt auf dem Lote, 
welches man vom Kreismittelpunkte aus aaf die Sehne fällen 
kann. Da nun zu parallelen Sehnen dasselbe Lot gehört, so 
ergiebt sich: 

Die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen auf 
dem Lote, welches man vom Kreismittelpunkte aus 
auf diese Sehnen fällen kann. 

Aufg. 1, Bestimme die Lage der Geraden: 
2a;— "!/+ 1 =0 
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zu dem Kreise x^-\-y^ = 9 und eventuell die Koordinaten der 
Schnittpunkte. 

Au fg. 2. Bestimme aus den Gleichungen ic = d cos k, 
y ^ iS sin « den Ort der Mittelpunkte aller Sehnen, welche 
Tom Kreis mittel punkte den konstanten Abstand d besitzen. 
(Betrachte a als einen zu eliminierenden Parameter, § 29.) 

Aufg. 3. Leite die sämtlichen Resultate des Textes ab 
für den Kreis ax^ -\- ay^ -\-hx -\- c^ -^ ä ^ und die Gerade 
Äx + By-{'C = 0. 

Aufg. 4. Bestimme die Lage der Geraden: 
5y — x-\-2^0 
in Bezug auf den Kreis (x — 3)^ -f- (y + 1)^ ^ 9 und eventuell 
die Koordinaten der Schnittpunkte, 



§ 34. Die Tangente in einem Punkte des Kreises. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, dafs 
die quadratische Gleichung, weiche die Abscissen der Schnitt- 
punkte der Geraden x cos n -\- y ain a ~ 6 = mit dem Kreise 
x^ -\- y^ ^ r^ bestimmt, zwei zusammenfallende Wurzeln be- 
sitzt, sobald der Abstand d des Kreis mittelpunktes von der 
Geraden gleich dem Radius r wird. Die Gerade steht in 
diesem Falle im Endpunkte des entsprechenden Radius d = j- 
senkrecht auf diesem und wird dann bekanntlich eine Tan- 
gente des Kreises genannt, um aber eine für alle Kurven 
gültige Definition der Tangente zu erhalten, geheu wir von 
folgender Überlegung aus. Durch einen behebigen Punkt P, 
des Kreises werde eine Sekante gezogen, welche den Kreis 
noch in einem zweiten Punkte P^ trifft. Nunmehr möge sich 
die Sekante um den Punkt P^ in dem Sinne drehen, dafs der 
zweite Schnittpunkt Pj immer mehr und mehr sich dem 
Punkte Pi nähere. In demselben Momente, in welchem die 
Gerade mit dem Radius OP^ einen rechten Winkel einschliefst, 
d. h. zur Tangente wird, fällt der Punkt P^ mit Pj zusammen, 
und umgekehrt. 

Sei daher jetzt eine beliebige Kurve gegeben und auf der- 
selben ein Punkt P,. Durch diesen werde eine Sekante gezogen, 
welche die Kurve noch in einem zweiten Punkte Pg treffen möge. 
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Dreht sich niin die Sekante um P^ in dem Sinne, dafs sich Pg 
immer mehr dem Punkte P, nähert, so nennt man die Ge- 
rade in dem Momente, in welchem P^ mit Pj zusammen- 
gefallen ist, die Tangente der Kurve im Punkte P-^. 

Diese Definition befindet sich also, auf den Kreis an- 
gewandt, wie wir oben gesehen haben, durchaus in Über- 
einstimmung mit der in den Elementen gegebenen Definition der 
Ereistangente. Zugleich ist damit genau der Weg vorge zeichnet, 
den man einschlagen mufs, um für einen beliebigen Punkt P, 
des Kreises oder überhaupt einer Kurve die Gleichung der 
Tangente zu erhalten. 

Die Punkte P, und P^ des Kreises a^ + y^ = »"^ mögen 




durch ihre Koordinaten 3;,, j/j, resp. x^, y^ gegeben sein. Die 
Gleichung der Sekante P^T^ lautet dann (§ 19; 



(1) 



-»!• 



^'-(X-X,). 



Da aber P^ und P^ auf dem Kreise liegen, so ist: 

^i^ + «// = »"S ^2^ + Vi^ = ^^ 
und folglich: 

^i — ^1^ + Vi — J/i^ = , 
oder: 

yi_^_yi ^ _ ^i + a^i ^ 
X, ~ X, 3/j + j/i 

wodurch Gleichung (1) übergeht in: 

(2) ^_,,__^-!(^_^,). 

Um nun von der Gleichung der Sekante zu der Glei- 
chung der Tangente überzugehen, hat man P^ mit Pj zu- 
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sammenfallen zu lassen und demnach x^ =^ x^, y^ ^ J/, zu 
setzen. Man erhält: 

y — ;/, = — ^' (^— ^i), 
oder: 

Da aber Pj auf dem Kreise liegt, also a^^^ -{-»/,' = r^ ist, 
so erhält man als Gleichung der Tangente des Kreises 
x^ -j- j/* = r^ im Punkte F^: 

(3) XX, + yy, = rK 

In dieser Gleichung bedeuten «,,.^1 die Koordinaten des 
Berührungspunktes Pj, während x, y, die laufenden 
Koordinaten, einen beliebigen Punkt der Tangente darstellen. 

Es möge jetzt der Mittelpunkt des Kreises nicht mit dem 
Anfangspunkte zusammenfallen, sondern die Koordinaten jo, g 
besitzen, sodafs die Gleichung des Kreises: 
{x — pf + (y — qf = r= 
lautet. 

Um die Gleichung der Tangente im Punkte {x,, y^ zu 
erhalten, legen wir durch den Mittelpunkt ein neues Aehsen- 
system parallel und gleichgerichtet mit dem alten. Die neuen 
Koordinaten derjenigen Punkte, deren alte Koordinaten x, y, 
resp. X, , y, sind, mögen x', y', resp. x,, y^ heifsen. Die Glei- 
chung der gesuchten Tangente, bezogen auf das neue System, 
lautet dann infolge (3): 

x'x^-\-yy;=r''. 
Da aber: 

x -=x ~i^, y'=y ~ q, x, = x,~-p, yi=yi — q 
ist, so findet man: 

(4) (x — p) (x, -- ^) + (y — q) (y^ — q) = r^ 
als die Gleichung der Tangente des Kreises: 

{x — x>f + {y — qf = r" 

im Punkte {x^, y,). 

Äufg. 1. Gegeben sei der Kreis x^ -\- y^ ^ 25. Zur Ab- 
ecisse 3: = 4 gehören zwei Kreispunkte; bestimme die Glei- 
chungen der zugehörigen Tangenten und zeige, dafs diese sich 
ia einem Punkte der a:-Achse treffen. 
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Aufg. 2. Bringe die Gleichung xx^ + J/^i = ^^ a'^f ^^^ 
Normalform und leite dieselbe (und damit auch die Gleichung 
xx^ + yiji = r^) an der Hand der Figur direkt ab (§ 22), 

Aufg. 3. Bestimme den Rieh tun gsko effizienten der Kreis- 
tangente xXj + J/i/i = ^^ "1^^ zeige, dafs die Tangente auf 
dem Radius des Berührungspunktes senkrecht steht. 

Aufg. 4. Der Kreis x^ -\- p^ = r^ treffe die 3;-Ächse in 
den Punkten A und A' . Bestimme den Achsenabschnitt x ^ OT^ 
der Tangente des Punktes P,, dessen Abscisse x-i^=OM^ ist, 
lind sehliefse aus der Relation xx^ =r^ ^ OA^, dafs A, A', 
JMj, Tj harmonische Punkte sind (g 4). Wie bewegt sich Tj, 
wenn M^ die Strecke AA' durchläuft? 

Aufg. 5. Unter welcher Bedingung ist die Gerade: 

Ax-\-Iiy+C=0 

eine Tangente des Kreises a:^ + j/^ =- r'? Zeige, dafs für die 

Gerade 1- "l- = 1 diese Bedingung lautet: — § + Ti ^ "s ■ 

Aufg. 6. Welche Beziehung mufs zwischen j), q, r, A, 
B, C stattfinden, damit die Gerade Ax -\- By -\- C = den 
Kreis {x — pf + f ^ — ff)^ = ''* berühre? 

Aufg. 7. Bestimme mit Hilfe dieser Beziehung die Glei- 
chung des Kreises, der dem Dreiecke: 

A,x-]-B,y + C^ = (i, 
A^x -I- B^y + Ca = 0, 
A^x-\-B^y'{-C^ = 
eingeschrieben ist. 

Aufg. 8. Unter welcher Bedingung berührt die Gerade 
Ax ■\- By -\- C ^ den Kreis ax^ -\- ay^ -\-hx-\- cy-\-d=Q'> 

§ 35. Tangenten von einem Punkte anfserhalb des Kreises. 
Beriihrungssehne , Pol und Polare. 
Von einem beliebigen Punkte {Xf^, y^) aus werde an den 
Kreis x^ ■\-y^^ r^ eine Tangente gelegt. Bezeichnet man die 
Koordinaten des Berührungspunktes mit x^, j/, , so lautet die 
Gleichung der Tangente: 

««1 + yyi ■= '■'. 

und da dieselbe durch (a:^, yo) hindurchgehen soll, so hat man: 
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(1) a'o^i + !/oJ/i = »"'■ 

Daraus folgt aber, dafs der Beruh ran gsp unkt (x, , y,) einer 
TOD dem Punkte (x^, y^) an den Kreis gezogeneu Taogente 
auf der Geraden: 

(2) XX, + yy, = r' 
liegen umfs. 

Diese Gerade trifft den Kreis x^ -\-y^ = r^ in zwei Punkten 
(§ 33), und es ist jetzt umgebehrt leicht einzusehen, dafs die 
Tangente in jedem dieser beiden Punkte durch (x,, %) hin- 
durchgeht. Denn bezeichnet man einen dieser Punkte mit x', 
y, so ist xXf^ + y'y, = r^. Diese Gleichung läfst sich aber 
auch so deuten, dafs sie aussagt, der Punkt [x,, j/g) Hege auf 
der zu {x',y'^ gehörigen Tangente xx -\- yy = r^. 

Zu jedem Punkte (x^, y^) der Ebene ergiebt sich daher 
eine ganz bestimmte zugehörige Gerade: 

XXf^ -f- yy^y ^ r^. 

Sie wird die Polare des Punktes (x^„ y^) in Bezug auf den 
gegebenen Kreis, und umgekehrt der Punkt (a:,,, ^u) der Pol 
der Geraden: 

^i^o + yy» = ^^ 

genannt. Die Polare des Punktes (a^,,, y^) schneidet nach dem 
Obigen aus dem Kreise die Berührungspunkte der von (x^, y^) 
an den Kreis konstruier baren Tangenten aus und heifst daher 
auch die Berübrungssehne des Punktes (x^^, y^. Da der 
Abstand dieser Polaren vom Mittelpunkte gleich , ■" — 

ist (§ 22), so erhält man zwei reelle und von einander ver- 
schiedene, zwei reelle aber zuaammenf aliende, oder gar keine 
Schnittpunkte, je nachdem (a^^, y^ aufserhalb, auf dem Um- 
fange, oder innerhalb des Kreises liegt. Im ersten Falle kann 
man daher von {x,,, y^) aus zwei von einander verschiedene 
Tangenten an den Kreis legen, im zweiten Falle erhält man 
eine einzige, mit der Berübrungssehne zusammenfallende Tan- 
gente, im dritten Falle gar keine reellen Tangenten. 

Aufg. 1. Die Berührungspunkte der Tangenten zu finden, 
die man von {6, — 3) an den Kreis x^-{-y^^l& legen kann. 
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Aufg. 2- Finde durch Vergleichen mit iKa;^ + i/^o ^ ^* 
den Pol der Geraden Ax -{- By + C^ in Bezug auf: 
x' + f- r'. 
Aufg. 3. Bestimme die Polare des Punktes {x^,, y^) und 
den Pol der Geraden Ax -f- By + C = in Bezug auf den 
Kreis {x — j)f + {y — qf = rl 

Aufg. 4. Lose dieselbe Aufgabe für den Ereis 
ax^ ■\- ay^ -\'hx •\- cy -{- d ^0. 



§ 36. Die Potenz eines Pnnktes in Bezng auf einen Kreis. 
Zieht man durch einen beliebigen Punkt P,, mit den 
Koordinaten Xj, y,, eine unter dem Winkel tp gegen die a:-Achse 
geneigte Gerade, so kann man die Koor- 
dinaten iC, y eines jeden Punktes P der 
Geraden durch: 

(1) x = x^+QCOä<p, y = y,-^Qsm<p 
ausdrücken, insofern P^P = q gesetzt 
wird. Denn man hat: 



cos 9 
Inden 



_ i/-i/< 



(§ 7 n. 8). 



O 




M. M + 



dem Parameter q alie Werte 
von — oo bis -f- ^"^ beilegt, erhält man aus (1) alle Punkte 
der unendlichen Geraden. 

Sei jetzt ein beliebiger Ereis mit dem Radius r und ein 
beliebiger Punkt Pj gegeben. Der Einfachheit halber wählen 
wir den Mittelpunkt des Kreises zum Anfangspunkte, aodafs 
die Kreisgleichung x^ -{- y^ ^ r^ lautet. 

Durch Pj werde unter dem Winkel {p eine Gerade ge- 
zogen, deren Punkte durch (1) bestimmt sind. Soll nun ein 
beliebiger Punkt P dieser Geraden zugleich auf dem Kreise 
liegen, so mufs sein: 

(xj + p cos ipf + (j/i + p sin (pY = r^, 
oder: 

(2) p^ 4" 2 p (% cos <p -\- yi sin q)) + ^-i + ^i* — r^ ^= 0. 
Diese in p quadratische Gleichung liefert die beiden Schnitt- 
punkte der Geraden mit dem Kreise (§ 8^). 
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Da aber das Produkt der beiden Wurzeln, nämlich: 
(3) p'4'"=a:i' + i/i' -r% 

aur von der Lage des Punktes P^, nicht aber von der durch 
(p bestimmten Richtung der durch P^ gehenden Geraden ab- 
hängig ist, so folgt: 

Zieht man von einem beliebigen Punkte Strahlen 
nach einem Kreise, von denen jeder den Kreia in zwei 
zusammengehörigen Punkten trifft, so ist das Pro- 
dukt der Entfernungen zweier zusammengehöriger 
Schnittpunkte von dem gegebenen Punkte für alle 
Strahlen konstant. 

Dieses konstante Produkt wird die Potenz des Punktes 
Pj in Bezug auf den gegebenen Kreis genannt. Der Ausdruck 
a^j- -j- y,^ — r^ zeigt, dafs die Potenz für einen Punkt aufser- 
halb des Kreises positiv, für einen Punkt auf dem Kreise 
Null, für einen Punkt innerhalb des Kreises negativ ist. 

Dreht man, unter der Voraussetzung, dafa P, aufserhaib 
des Kreises Hegt, den durch P^ gehenden Strahl, bis er den 
Kreis berührt, so ergiebt sich, dafs die Potenz von P, gleich 
dem Quadrate der durch P^ gehenden Tangente ist. 

Aufg, 1. Man überzeuge sich, dafa die auf die Potenz 
bezüglichen Untersuchungen selbständig, also unabhängig von 
dem nur zur Ableitung eingeführten Koordinatensysteme exi- 
stieren. 

Aufg. 2. Welches ist der Ort der Punkte, die iu Bezug 
auf einen gegebenen Kreis dieselbe Potenz haben? 

Aufg. 3. Welche Werte nimmt die Potenz eines Punktes 
an, welcher eine durch den Mittelpunkt des Kreises gehende 
unendliche Gerade durchläuft? 

§ 37. Systeme von Kreisen. Potenzllnie. 

So lange wir es nur mit einem Kreise zu thun haben, 
können wir der Einfachheit halber den Mittelpunkt als An- 
fangspunkt der Koordinaten betrachten und erhalten dann als 
Potenz des Punktes (a;,, ^j) den Ausdruck Xj^ -f- yj" — r^. 

Hat aber der Mittelpunkt die Koordinaten p, q, so lehrt 
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eine einfache Parallelverschiebung der Achsen, dafs die Po- 
tenz des Punktes {Xi, y,) in Bezug auf den Kreis: 



gleich: 
ist. 



(*i — J')' + (2/i — «)'■ 



Dies vorausgeschickt, seien jetzt: 

(1) (j, _,,,).+ (;,_ 5,)' -r,'_0, 

(2) (j, _,,)' + (,_ 5,)' _,/_0 

die Gleichungen zweier Kreise. Versteht man unter (x, y) 
einen ganz beliebigen Punkt, so stellt sich die linke Seite z. B. 
der Gleichung (1) als die Potenz des Punktes (x, y) in Bezug 
auf den ersten Kreis dar, ist also positiv, wenn (x, if) aufser- 
halb. Null, wenn (x, y) auf der Peripherie, und negativ, wenn 
(x, y) innerhalb des ersten Kreises liegt. Analoges gilt für 
den zweiten Kreis. Bezeichnen wir daher zur Abkürzung die 
linken Seiten von (1) und (2) mit Kj und K^, so bedeuten 
K^ und K^ die Potenzen von {x, y) in Bezug auf die beiden 
Kreise. Soll der Punkt (x, y) so liegen, dafs diese beiden 
Potenzen einander gleich sind, so hat man nur K^ = K^ oder 
Z"^ — £^^=0 zu setzen. Rechnet man aber aus, so fallen 
X^ und y^ weg, und man erhält: 

(3) 2a;0, -pO + 2;/fe-?i) 

+ Pi + 5i' — n' — {P2' + ii' — ''2') = 
als Gleichung des Ortes der Punkte, welche in Bezug 
auf die Kreise K.^=^ und Ä'^ = gleiche Potenzen haben. 

Diese Gleichung stellt aber, weil in Bezug auf x und y 
linear, eine gerade Linie dar. Man nennt sie die Potenz- 
linie {Chordale, Radikalachse) der beiden Kreise. 

Wir ziehen es vor, für die Gleichung der Potenzlinie die 
Form Äi ^ -ffj = beizubehalten, und erkennea daraus un- 
mittelbar, dafs ein Punkt {x, y'), welcher beiden Kreisen ge- 
meinschaftlich ist, auch auf der Potenzlinie liegen mufs, da 
ja für einen solchen die Ausdrücke K^ und K^ einzeln ver- 
schwinden. Aus dem gleichen Grunde mufs jeder Schnitt- 
punkt der Potenzlinie mit dem einen Kreise auch auf dem 
andern Kreise liegen. Denn wenn für einen Punkt (x, y) 
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zugleich K^ — K2 und etwa S^ verschwinden, so mufs für 
denselben Punkt auch K^ gleich Null sein. Man erhält daher 
die Schnittpunkte zweier Ifreise als die Schnittpunkte der 
Potenzlinie mit dem einen von ihnen. Zwei Kreise schneiden 
sich demnach entweder in zwei reellen und von einander ver- 
schiedenen Punkten — dann ist die Potenzliuie die gemein- 
schaftliche Sekante — , oder in zwei reellen, aber zusammen- 
fallenden Punkten, d. h. sie berühren sieh — dann ist die 
Potenzlinie die gemeinschaftliche Tangente — , oder endlich 
sie achneiden sich gar nicht —- daun hat auch die Potenz- 
linie mit keinem der Kreise einen Punkt gemein. 

Aus der Gleichung (3) der Potenzlinie erkennt mau, dafs 
dieselbe auf der Verbindungslinie: 

x(q2 ~ gi) — y(P2 — Pi) + Psli —^122 = 
der beiden Kreis mittel punkte senkrecht steht (§ 24), wie auch 
aus Symmetriegränden evident ist. 

Berücksichtigt man endlich, dafs für einen aufserhalb 
eines Kreises befindlichen Punkt die Potenz gleich dem Qua- 
drate der durch den Punkt gehenden Kreistangente ist, so 
folgt: 

I, Der Ort der Punkte, von denen aus man an 
zwei gegebene Kreise gleiche Tangenten legen kann, 
ist eine Gerade, nämlich die Potenzlinie der beiden 
Kreise. 

Wir kombinieren jetzt mit den beiden Kreisen (1) und (2) 
einen dritten Kreis, dessen Gleichung: 
(4) (a,-j,,y + (,-5j'-V=0, 

oder abgekürzt K^ = sei. 

Diese drei Kreise, zu je zweien kombiniert, geben zu drei 
Potenzünien Veranlassung, deren Gleichungen wir abgekürzt 
schreiben: 

K^ — K,= 0, 

-K3 — -STi =0, 

Da aber durch Addition der Gleichungen die linke Seite 
identisch verschwindet, so folgt {§ 25); 
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IL Die drei Potenzlinien, die man zu je zweien 
voQ drei Kreisen konstruieren kann, schneiden sich 
in einem Punkte, den man den Potenzpunkt (Chordai- 
punkt, Radikalzentrum) der drei Kreise nennt. 

Aufg. 1. Was wird aus Gleichung (3) der Potenzlinie 
zweier Kreise, wenn diese konzentrisch sind oder wenn der 
eine sich auf einen beliebigen Punkt reduziert? 

Aufg. 2. Wenn zwei Kreise sich rechtwinklig sehneiden, 
so ist die von dem Mittelpunkte eines jeden der beiden Kreise 
an den andern gelegte Tangente gleich dem zugehörigen Ra- 
dius. Unter welcher Bedingung durchschneiden sich demnach 
zwei durch ihre Gleichungen gegebene Kreise rechtwinklig? 

Aufg. 3. Wie heifst die Gleichung des Kreises, dessen 
Mittelpunkt (3, — 4) ist und welcher den Kreis: 

(x - 5)> + {, ^ 6)- - 9 
rechtwinklig schneidet? Konstruiere den Kreis. 

Aufg. 4. Finde die Schnittpunkte der beiden vorher- 
gehenden Kreise mit Hülfe der Potenzlinie. 

Aufg. 5. Die Kreise Ä, und K^ mögen keinen Punkt 
mit einander gemein haben. Konstruiere ihre Potenzlinie mit 
Hülfe eines Kreises Kg, welcher K^ und K^ schneidet, durch 
Anwendung des Satzes II. 

Aufg. 6. Welche Beziehung mufs zwischen Pi, Q^, »'i; 
ih> ösi ^2 stattfinden, damit die beiden zugehörigen Kreise sich 
berühren? 

Aufg. 7. Stelle die Gleichungen auf, aus denen man die 
Koordinaten des Mittelpunktes und den Radius eines Kreises 
zu berechnen hat, welcher durch zwei gegebene Punkte (x^, y,); 
{x^, i/g) hindurchgeht und den Kreis: 

(x — pY -\-iy~ qf = r^ 
berührt. Ohne die Gleichungen aufzulösen, überzeuge man 
sich, dafs zwei Lösungen existieren. 

Aufg. 8. Man löse die vorhergehende Aufgabe durch 
Konstruktion, indem man durch die gegebenen Punkte P^ und 
Pg einen Kreis legt, welcher den gegebenen Kreis in zwei 
Punkten schneidet. Die Verbindungslinie dieser beiden Punkte, 
sowie die Linie PjP^ sind die Potenzlinien, welche der 

Gaaler u. Eudic, aailrt. Geom. d. Ebous. ::. Aufl. 6 



y Google 



82 Drittes Kapitel: der Ereig. 

Hillfskreis mit dem gegebenen und dem gesuchten Kreise be- 
stimmt. Die von dem Schnittpunkte dieser Potenzlinien an 
den gegebenen Kreis gelegten Tangenten führen dann zu den 
beiden Lösungen der Aufgabe. 

Aufg. 9. Beweise, dafs der Ort des Punktes, dessen 
Potenzen in Bezug auf zwei Kreise K^ =^ und K^ = in 
dem konstanten Verhältnis A : 1 ku einander stehen, der Kreis 
Kl — XK^ ist, der durch die Schnittpunkte von K^ und Ä^ 
geht. Für ^ = 1 erhält man welchen Spezialfall? 

Äufg. 10. Bestimme die Koordinaten des Mittelpunktes 
des Kreises Ki — X-K^ = und diskutiere das Resultat, 

Äufg. 11. Aus Aufg. 2 ergiebt sich, dafs die Bedingnag 
dafür, dafs die beiden Kreise: 

a;2 + / 4- 6a; + c)/ + <i = 
und x^ -^ f -\- b^x + c^y + di= 

sich rechtwinklig schneiden, ö 6^ + cCj =2 (rf+rfj lautet. Man 
kann daher stets einen Kreis konstruieren, der drei gegebene 
Kreise rechtwinklig sehneidet. Bestimme seine Gleichung und 
zeige, dafs sein Mittelpunkt das Radikalzentrum der drei ge- 
gegebenen Kreise ist. 

§ 38. Vermisehte Aufgaben über den Kreis. 
Aufg. 1. Den Ort der Punkte zu finden, für welche die 
Summe der Quadrate der Abstände von zwei festen Punkten 
pig, S2. konstant ist. 

p Die Verbindungsünie der ge- 

gebenen Punkte Ä und A', deren 
Entfernung = 2c sei, werde zur 
fl^'Achse, ihre Mitte zum Anfangs- 
punkte gewählt. Die Entfernungen 
' des Punktes P, dessen Ort zu suchen 

ist, seien r und /, und es sei ferner r^~j-r'^^d^. Nun 
folgt aus: 

r^ ^ (c~ xY + i/ und *■' ^ = (c + a:)" + y^ 
die Gleichung: 

r^ + r'"- = 2c^ + 2x^ + 2f = d% 
ä. h.: 
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« + ;/ = 2" — C ■ 
Der Ort ist also, so lange d^ > 2c^ ist, ein Kreis mit als 
Mittelpunkte, 

Äufg. 2. Den Ort des Punktes zu fladen, für welchen 
das Verhältnis der Abstände von zwei festen Punkten kon- 
stant ist. 

Wir -wählen die Verbindungslinie der gegebenen Punkte 
A und B, deren Entfernung ^ c sei, zur a:-Ächse und A 
zum Anfangspunkte. Ist dann -^-g ^= x, ^ Fig. 3s, 
so folgt aus: 
PÄ" = a^ + j/^, FB"- = {c — xf + !/' ! 
die Gleichung: \x' 

x' 4- y'- ^ ^s ~^ ^ lir~Ji 

(c — a:)' + p' ' 

oder: x\l — k') + /(l — x^) + ScK^a; — c^m' = 0. 
Dies ist aber die Gleichung eines Kreises. Bestimme den 
Mittelpunkt und den Radius desselben. Zeige, dafs der Kreis 
die ar-Achse in zwei Punkten trifft, welche die Strecke AB 
harmonisch teilen (§ 4, Aufg. 4). 

Aufg. 3. Von einem Dreiecke kennt man die Basis AB=c 
und den gegenüberliegenden Winkel y. Man suche den Ort 
der Spitze C des Dreiecks. 

Bezeichnet man die Winkel bei A und B resp. mit « 
und ß und wählt die Mitte von AB zum Anfangspunkte, AB 
selbst zur a-Ächse, so erhält man, unter x, y die Koordinaten 
der Spitze C verstanden, die Gleichungen: 

tg« = -^— , tg,3 = -^-, tgr = -tg(« + ß. 

Setzt man aber in tg y = — ^ ° ~r p jj^ We^te y(j^ 
G ' 1 — tg o tg fJ 

tga und tg(5 ein, so erhält man nach leichter Reduktion: 

X' + y"- — c. ctgj' . y — ~ = 

als Gleichung eines durch A und JB gehenden Kreises. Be- 
stimme den Mittelpunkt und den Radius desselben und zeige 
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die Übereinstimamug mit der bekannten plani metrischen Lö- 
sung der Aufgabe. 

Aufg. 4. Von einem Dreiecke kennt man die Basis AB=c 
und den gegenüberliegenden Winkel y. Man suche den Ort 
des Schnittpunktes der drei Höhen. 

Behält man die Dispositionen und Bezeichnungen der vor- 
hergehenden Aufgabe bei und nennt die Winkel, welche die 
zu A und B gehörigen Höhen mit AB einschliersen, resp. a,' 
und ^', so findet man leicht a-\- ß'^ y und sodann, wie 
früher : 

Daraus ergiebt sich aber durch fast die gleiche Rechnung: 

a^^ + r + «^ ■ ctg 7 . J/ — ~ = 0, 

d. h. der gesuchte Ort ist der Kreis, welcher zu dem in Aufg. 3 
gefundenen Kreise in Bezug auf AB symmetrisch liegt. 

Aufg. 5. Von einem beliebigen PunkteP, mit den gegebe- 
nen Koordinaten a;^, i/^ werden Strahlen nach allen Punkten P des 
Kreises a:* -|- */^ = »■* gezogen, und jedesmal werde die Strecke 
B^B durch einen Punkt P in dem konstanten ^Teilverhaltnia 
^1 =A geteilt. Welches ist der Ort der Teilpunkte ü?, 

Bezeichnet man mit a die Anomalie eines beliebigen Kreis- 
punktes P, so sind seine Koordinaten r cos et, r sin k, und dem- 
nach die Koordinaten von B (§ 9) gleich: 

a:„ + Xr coaa «, -l-lrsinB 

^---r+i— . v---i+-x — 

Um die Gleichung des Ortes zu erhalten, eliminieren wir den 

Parameter k (§ 29), indem wir nach cos a, resp. sin« auflösen. 

Durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen: 

(1 + X)x — x^ . (1 + i)« — j/, 
cos a = -— '— 7 ^1 sm ff = ' ^ •'-' ^ 

folgt aber: 

(»= - r+ J' + (s - r+T)' = i}'i\f ■ 

In welcher Beziehung steht dieser Kreis nach Lage und 
Dimension zu dem gegebenen? 
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Viertes Kapitel. 

Die Ellipse. 

§ ?,9. Deflnltioa und Gleichung. 

Die Ellipse ist der Ort aller Punkte, für welcbe 
die Summe der Abstände von zwei festen Punkten 
konstant ist. 

Die beiden festen Punkte F und F' nennt man die Brenn- 
punkte, ihren halben Abstand die Exzentrizität der Ellipse. 
Die YOn irgend einem Punkte P ^^^ ^ 

der Ellipse nach den Brennpunk- 
ten gezogenen Strahlen heifsen 
Brennstrahlen. 

Aus der Definition ergiebt 
sich die folgende mechanische 
Erzeugungsweise der Ellipse. Be- 
festigt man in den beiden Brenn- 
punkten F und F' die Enden 
eines Fadens, dessen Länge grölser als FF" ist, und führt 
einen Stift so, dafs er den Faden fortwährend gespannt er- 
hält, so besehreibt dieser Stift eine Ellipse. Aus dieser Ent- 
stehungsweise erkennt man, wie auch aus der Definition, dafs 
die Ellipse eine geschlossene Linie ist. Um ihre G-leichung 
abzuleiten, wählen wir FF' als a;-Achse und den Mittelpunkt 
von FF' als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Achsensystems. 

FF'= 2c, PF=r, PF'= r\ 
und die konstante Summe der beiden Brennstrahlen r und / 
gleich 2(1. Dann mufa r -}- r'> 2c, folglich a > c sein. 
Nun ist: 

r^V{c-<cf + f, r'=y{c + xf + f; 
man erhält daher als Gleichung der Ellipse: 




(1) )/ (c - ^f + f + V¥TW-\- f = 2a. 

Um dieselbe von den Wurzeln zu befreien, quadriere man, 

woraus sich ergiebt: 
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2{x' + !/' + t^) + 2V{x^ + f + c'f - Ac'x^ = 4«« 
und durch nochmaliges Quadrieren: 

Durch Ausrechnen folgt: 

x^{d^ — c*) + y-a} — a'ia? — c^) = 0. 
Da a > c ist, so kann man zur Abkürzung: 

(2) a^ — c^ = h^ 

setzen und erhält dann, nach Division mit a*&^ die Gleichung: 

(3) S+p-1- 

Dieser Gleichung genügen alle Punkte, für welche: 

ist, d, h. alle Punkte der Ellipse. DaTs aber auch nur 
diese Punkte die Gleichung (3) befriedigen, erkennt man so: 

Verbindet man einen behebigen Punkt Q der Ebene mit 
dem Anfangspunkte 0, so mufs der Strahl OQ die Ellipse, da 
dieselbe eine geschlossene Kurve ist, in einem Punkte P 
schneiden. 

Die Koordinaten von Q seien x^, y^, die von P mögen 
X, y heifsen. Dann ist --j + fj ^ 1- Liegt nun Q näher bei 
als P, so hat man x,,<x, y^Ky, folglich ^-|-^<1. 
Liegt dagegen Q auf der Verlängerung von P, d. h. ist 
3^0 >^i yo>y> so folgt: \ + ^>l- Gleichung (3) wird 
daher allemal, aber auch nur dann, erfüllt, wenn (x, y) 
einen Punkt der Ellipse bedeutet, also ist (3) die Gleichung 
der Ellipse. 

§ 40. Diskussion der GleicliuDg der Ellipse. 
Sei (x, y) ein Punkt der Ellipse, also: 

(1) 5 + f^-i- 

Da diese Gleichung nur die Quadrate von x und y enthält, 
so wird sie auch von den Koordinaten des Punktes ( — x, — y) 



y Google 



g 40. Diskussion der Gleicliung der Ellipse, 87 

befriedigt. Die Verbindungslinie von {x, y) und { — x, —y) 
geht durcb den Anfangspunkt und wird in ibm balbiert. 

Um umgekehrt die Schnittpunkte einer beliebigen, durch 
gellenden Geraden y ^ fix mit der Ellipae zu bestimmen, 
hat man nur in (1) [i-x an die Stelle von y zu setzen und 
nach X aufzulösen. Man erhält die entgegengesetzt gleichen 
Abseissen a: = + - — der beiden Schnittpunkte, deren 

Ordinaten demnach y = A — ; — ^ sind, d, li. die beiden 

">'''"+ «V ' 

Schnittpunkte sind symmetrisch zu gelegen. 

heifst daher der Mittelpunkt der Ellipse, jede durch 
ihn hindurchgehende Sehne ein Durehmesser. 

Die Ellipse liegt aber auch symmetrisch zu den Koordi- 
natenachsen, denn wenn {x, y) ein Punkt der Ellipse ist, so 
liegen auch die Punkte ( — x, y) und (x, — y) auf derselben. 
Die Ellipse wird also durch die Achsen in vier kongruente 
Quadranten geteilt. 

Aus der nach y aufgelösten Gleichung der Ellipse: 

(ä) y:=i^VlF=r-x' 

erkennt man, dafs y nur für Werte von x zwischen — a und 
-|- a reelle Werte besitzt. Für 5: = + tt wird J/ = 0, für 
X t= folgt ^ = + ^, Die Ellipse schneidet somit die x- Achse 
in zwei Punkten A, A', die Ordinateiiachse in zwei Punkten 
B,B', deren Entfernungen resp. J.j4'= 2n, BB'=2b sind. 
AA' nennt man die grofse, BB' die kleine Achse, beide 
zusammen die Hauptachsen und ihre Endpuukte die Scheitel 
der Ellipse. 

Für x='C erhält man die beiden entgegengesetzt gleichen, 

zum Brennpunkte F gehörigen Ordinaten !/= + —. Man 
schreibt zur Abkürzung: 

P) ?-'' 

und nennt ^ den Halbparameter der Ellipse. 

Ist b = H, so ist c = 0. Die Ellipse geht dann, wie 
aus (I) oder (2) folgt, in einen Kreis mit dem Radius a über. 
Der Kreis ist also eine spezielle Ellipse, deren Brenn- 
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punkte im Mittelpunkte vereinigt und deren Haupt- 
achsen einander gleich sind. 

Äufg. 1, Verbinde die Scheitel B, B' der kleinen Achse 
mit den Brennpunkten F, F' und beweise, dafs dadurch ein 
Rhombus entsteht, dessen Seiten gleich a sind- 

Aufg. 2, Finde die Brennpunkte der Ellipse, deren Halb- 
achsen a = 5, & = 3 sind, 

Aufg. 3. Wie grofs ist die Exzentrizität c der Ellipse 

?! + ^ = i? 

26 ^ 19 

Aufg. 4. Wie heifst die Gleichung der Ellipse, deren 
kleine Halbachse 6 = 3 und deren Halbparameter ^=1 ist? 

Aufg. 5. Bestimme die Schnittpunkte der Ellipse: 

< + "' = L 
36 ~ 16 

mit den Winkelhalbierenden der Achsen. 

Aufg. 6. Bestimme die Endpunkte der durch y = fix 

und j/ = — H.X dargestellten Durchmesser der Ellipse: 

und diskutiere das Resultat. 

Aufg. 7. Untersuche, ob die Punkte (1; —3); (—4; 1); 
(3; 2, 4) innerhalb, auf oder aufserhalb der durch d = 5, 6=3 
charakterisierten Ellipse liegen. 

Aufg. 8. . Bestimme die Halbachsen einer Ellipse, von 
welcher man die Brennpunkte und den Halbparameter kennt. 

Aufg. 9. Berechne und konstruiere aus je zweien der 
vier Gröfsen a, b, c, p die beiden andern. Zeige insbesondere, 
in weicher Weise b bei wachsendem a und gleichbleibendem p 
wächst. 

§ 41. Polargleieliiing der Ellipse, bezogen auf den Mittelpunkt. 
Ein beliebiger Punkt P der Ellipse: 

habe die rechtwinkligen Koordinaten x, y und die Polar- 
koordinaten r, u. Dann ist: 
(2) X = r cos M, j/ = r sin M. 
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§ 41. Polargleichung der Ellipse, bezogen anf den Mittelpunkt. 
Führt man diese Werte in (1) ein, so kommt: 



oder: 

Dies ist die auf den Mittelpunkt bezogene Polargleichung 
der Ellipse. Sie läfst sieh auch in der Form sehreiben; 

Berücksichtigt man sin-« ^1 — cos^it und ferner a^ — V = c% 
ao erhält man hieraus; 



Man bedient sich der Bezeichnung: 

(6) ^- = ., (<,<]) 

und nennt s die numerische Exzentrizität, während c, im 
Gegensatze hierzu, auch die lineare Exzentrizität genannt 
wird. Mit Hülfe dieser neuen Bezeichnung geht (5) über in: 

Aus (5) erkennt man, dafs r für w ^ seinen gröXsten 
Wert, nämlich a, erhält. Durchläuft m den ersten Quadranten, 
ao nimmt )■ stetig ab und erreicht für u ^ 90'^ seinen klein- 
sten Wert, nämlich 6. 

Daraus ergiebt sich, dafa der um den Mittelpunkt mit 
dem Radius a beschriebene Kreis, welcher die Ellipse in den 
Scheiteln A und A' der grofsen Achse berührt, der Ellipse 
umgeschrieben ist, während der konzentrische Kreis mit 
dem Radius 6, welcher die EUipse in den Scheiteln B und B' 
der kleinen Achse berührt, der Ellipse eingeschrieben ist. 

Gleichung (3) führt noch zu einem bemerkenswerten 
Satze. Konstruiert man nämlich zu dem Halbmesser OP=r 
den dazu senkrechten OP'^ r, dessen Anomalie u' =' 90"-!- u 
ist, so hat man zunächst: 
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Da aber eoa m'^ ^ sin w, sin m'^ cos M ist, so erhält man 
durch Addition von (3) und (8): 

ä. h.: Die Summe der reziproken Quadrate zweier auf 
einander senkrecht stehender Halbmesser ist konstant. 

Aufg. 1. Bestimme die Lange der beiden Halbmesser, 
welche die Winke! der Achsen der Ellipse "5" + 3 = 1 
halbieren. 

Aufg. 2. Bestimme für dieselbe Ellipse die Summe der 
reziproken Quadrate der zu den Geraden Ix -\- iy — 1^0 
und Ax — 7}/ + 3 =^ parallelen Halbmesser und verifiziere 
Gleichung (9). 

Aufg. 3. Berechne für dieselbe Ellipse die numerische 
Exzentrizität und gieb die Polargleichung der Ellipse in den 
verschiedenen Formen an. 

Aufg. 4. Beweise aus Gleichung (3), dafs der Anfangs- 
punkt jede durch ihn gehende Gerade halbiert, also der Mittel- 
punkt der Ellipse ist. Beweise ferner, dafs zu den Achsen 
symmetrische Durchmesser einander gleich sind. 

Aufg. 5. Es seien zwei Ellipsen ^ + tj = 1 und 
~i + =^ = 1 gegeben, welche dieselbe numerische Exzentri- 
zität £ besitzen. Beweise, dafs nicht nur a : «^ = & : tj ist, 
sondern dafs auch für je zwei Halbstrahlen r und r^, die zu 
derselben Anomalie u gehören, r : r j ^ a\a^ ist. Die beiden 
Ellipsen sind ähnlich und ähnlich gelegen. Die Gleichheit der 
Exzentrizität zweier Ellipsen ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung für ihre Ähnlichkeit. 

Aufg. 6. Beweise die Gleichungen: 



insofern j> den Halbparameter bedeutet. 

Aufg. 7. Drucke i, c, _ji durch a und c aus. 

Aufg. 8. Für die Bahn des Merkur ist £ = 0,2. Kon- 
struiere eine Ellipse, welche der Merkurbahn ähnlich ist 
(Aufg. 5). 
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Aufg. 9. Die Eutfernung der Erde von der Sonne iE 
Sonnennäte verhält sieh zu derjenigen in Sonnenferne wie 
29 : 30. Berechne daraus das e der Erdbahn. 

Aufg. 10. Welchen Wert hat i, wenn c = 6 ist? 

Aufg. 11. Welchen Wert hat e für den Kreis? 

§ 42. Konstruktion der Ellipse mittels des elngescLriebenen 
uad des umgeschrieben 
Konstruiert man zu der Ellipse: 

S + S-i. 



oder: 

(1) 



s-^V«^- 




den nmgeschriebeneii Kreis, so lautet 
die Gleichung desselben: 

(2) y^yä^'^JK 
Bezeichnet man die zu derselben Abscisse OM=^x gehörigen 
Ordinateu MP' und 3IP des umgeschriebenen Kreises und 
der Elhpae resp. mit y' und y, so folgt aus (1) uud (2): 

(3) y=-y', d. h: 

Man erhält die Ellipse mit den Halbachsen a und h, 
indem man die Ordinaten des mit dem Radius a be- 
schriebenen Kreises mit dem konstanten Verhältnis 
h : a multipliziert. Mit andern Worten; 

Die Ellipse und der ihr umgeschriebene Kreis 
sind in Bezug auf die grofae Achse als AffinitUts- 
achse zu einander affin und das Affinitätsverhältnis, 
welches von dem Kreise zu der Ellipse führt, ist 
gleich 6 T a. 

Löst man die Gleichung der Ellipse und des ihr ein- 
geschriebenen Kreises nach x auf, so ergiebt sich in gleicher 
Weise: 

Die Ellipse und der ihr eingeschriebene Kreis 
sind in Bezug auf die kleine Achse als Affinitäts- 
achse zu einander affin und das Affinitätsverhältnis, 
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welches von dem Kreise zu der Ellipse führt, ist 
gleich a : h. 

Um nun die Ellipse mit den Halbachsen a und h zu 
konstruieren, zeichne mau die beiden konzentrischen Kreise 
mit den Radien a und h und ziehe durch den Mittelpunkt 
einen beliebigen Strahl OQT'. Zieht man dann durch den 
Schnittpunkt Q dieses Strahles mit dem kleineren Kreise eine 
Parallele zvir aJ-Achse und durch den Schnittpunkt P' des 
Strahles mit dem gröfseren Kreise eine Parallele zur »/-Achse, 
so ist der Schnittpunkt J* der beiden Parallelen ein Punkt 
der Ellipse, denn man hat: 

d. h: 

y.y'^b-.a. 
Aufg. Zeichne die Ellipse mit den Halbachsen a = Ö, 



§ 43. Konjugierte Durclimesser. 

Die in dem vorhergehenden Paragraphen besprochene 
Affinität zwischen der Ellipse und dem ihr umgeschriebenen, 
resp. eingeschriebenen Kreise liefert sofort zu jeder Eigenschaft 
des Kreises eine entsprechende der Ellipse. Bei dem Kreise 
liegen beispielsweise die Mittelpunkte paralleler Sehnen auf 
einem Durchmesser. Da nun einer Kreissehne P Q' — wir 
wollen, um die Vorstellungen zu fixieren, fortan nur den 
umgeschriebenen Kreis ins Auge fassen, obwohl der ein- 
geschriebene natürlich ganz die gleichen Dienste leistet, — 
in dem affinen Systeme wiederum eine geradlinige Strecke 
entspricht, deren Endpunkte F, Q die den Kreispunkten P', Q' 
entsprechenden Ellipsenpunkte sind, und welche sich daher als 
eine EUipsensehne darstellt, so entsprechen den parallelen 
Kreissehnen parallele Ellipsensehnen und den Mittelpunkten 
der ersteren die Mittelpunkte der letzteren. Da aber jene auf 
einem Kreisdurchmesser liegen, so müssen diese die ent- 
sprechende geradlinige Strecke, d. h. einen EUipsendurchmeaser 
erfüllen (§ 27). Es gilt daher der Satz: 

I. Die Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Ellipse 
liegen auf einem Durchmesser. 
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Da ferner der Kreis in Bezug auf jedes der unendlich 
vielen Paare zu einander senkrecht stehender Durchmesser in 
dem Sinne symmetrisch ist, dafs jeder der heiden Durchmesser 
eines solchen Paares die Sehnen halbiert, die dem andern 
parallel sind, so erhält man für die Ellipse durch zweimalige 
Anwendung von I den Satz: 

II. Es gieht unendlich viele Paare von Durch- 
messern, in Bezug auf welche die Ellipse iu dem 
Sinne symmetrisch ist, dafs jeder der beiden Durch- 
messer eines solchen Paares die Sehnen halbiert, die 
dem andern parallel sind. Man erhält irgend eines 
dieser Paare, indem man zu einem beliebigen Paare 
auf einander senkreciit stehender Durchmesser des um- 
geschriebenen Kreises die entsprechenden Ellipsen- 
durchmesser konstruiert. 

Je zwei in dieser Weise zu einem Paare verbundene 
Durchmesser heifsen konjugierte Durchmesser der Ellipse. 
Von zwei konjugierten Durchmessern kann man stets einen 
■willkürlich wählen. Den andern erhält man dann, indem man 
zu dem ersten den entsprechenden Durchmesser des umgeschrie- 
benen Kreises und zu dem auf diesem senkrecht stehenden 
Kreiadiirehmesaer wieder den entsprechenden Ellipsendurch- 
messer bestimmt, oder auch, indem man einfach den Mittel- 
punkt einer beliebigen zu dem gegebenen Durchmesser paral- 
lelen Sehne mit dem Mittelpunkte der Ellipse verbindet. 
Analytisch kann die gleiche Aufgabe dadurch gelöst werden, 
dafs man aus dem Richtungskoeffizienten des gegebenen 
Durchmessers denjenigen des konjugierten zu bestimmen sucht. 
Zwischen den Richtungskoeffizienten zweier konjugierter Durch- 
messer besteht nämlich eine sehr einfache Relation. Bezeich- 
net man die Winkel, welche irgend zwei konjugierte Durch- 
messer mit der positiven a;-Aehse bilden, mit a und ß, so 
sind die Richtungskoeffizienten der beiden entsprechenden 
Kreisdurehmesser — tg « und -r- tg ß (§ 27), Da aber die 
letzteren auf einander senkrecht stehen, so ist: 

|tg«.-"tg|? 1, d. h.: 
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(1) tg«.tgjS ^,, oder: 

Wir erhalteil also den Satz: 

III. DasProduktderKichtungskoeffizienteii zweier 
konjugierter Durchmesser ist konstant. 

Da tg « . tg |3 stets negativ ist, so mufs von den Winkeln 
K und ß stets der eine ein spitzer, der andere ein stumpfer 
sein. Sei etwa a der spitze Winkel. Wuchst dann k, so 
wächst auch tg a und es mufs daher tg ß, absolut genommen, 
abnehmen, d. h. der Winkel ß mufs wachsen. Da ferner 

^g(.P "J l + tg«tgß 

mit Rücksicht auf Gl. (1) stets negativ ist, so mufs ß — a 
allemal ein stumpfer Winkel sein. Diese Betrachtungen führen 
zu dem Satze: 

IV. Konjugierte Durchmesser werden durch die 
Achsen getrennt. Durchläuft der eine, etwa im posi- 
tiven Sinne, den ersten Quadranten, so durchläuft 
der andere in demselben Sinne den zweiten Quadran- 
ten und zwar so, dafs der von der kleinen Achse 
durchschnittene Winkel stets ein stumpfer ist. 

Nur ffir ß = ist der Winkel der beiden konjugierten 
Durchmesser ein Rechter, denn aus Gl. (l) folgt dann 13 = 90". 
Also: 

V. Die Hauptachsen sind konjugierte Durch- 
messer und zwar die einzigen, welche auf einander 
senkrecht stehen. 

Dieser Satz führt zu einer einfachen Konstruktion der 
Achsen einer Ellipse, die gezeichnet vorliegt. Man beschreibe 
Über einem (aus Satz I zu konstruierenden) Durchmesser 
einen Halbkreis und verbinde den Schnittpunkt, den dieser 
mit der Ellipse bildet, mit den Endpunkten des Durchmessers. 
Die durch den Mittelpunkt der Ellipse zu den Sehnen gezogenen 
Parallelen sind dann die Achsen, Denn sie stehen senkrecht 
auf einander und jeder halbiert eine Sehne, die dem andern 
parallel ist. 
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Äufg. 1. In den einer Ellipse umgeschriebeneu Kreis 
zeichne man, in symmetrischer Lage zu den Achsen, ein regu- 
läres Achteck und dazu die entsprechende Figur der Ellipse, 

Äufg. 2. Welches Paar konjugierter Durchmesser liegt 
symmetrisch zu den Achsen? Man benutze die entsprechenden 
Durchmesser des Kreises oder Grleichung (1) und zeige, dafs 
die gesuchten Durchmesser die Diagonalen des durch die 
Scheitel gehenden umgeschriebenen Rechtecks siud. 

Aufg. 3. Man bestimme den Richtungskoeffizienten des- 
jenigen Durchmessers, dessen konjugierter unter 45" geneigt 
ist, und konstruiere deo Durchmesser mit Hülfe des Kreises. 

Aufg, 4. Man konstruiere die Schnittpunkte einer Ge- 
raden mit einer Ellipse, von der nur die Hauptachsen gegeben 
sind, ohne die Ellipse selbst zu zeichnen. 

Aufg. 5. Es sei (a:,, )/^) ein Punkt der Ellipse, folglich 
xi/j — yXj_ == die Gleichung des zugehörigen Durchmessers. 
Beweise mit Hülfe von Gleichung (1), dafs der konjugierte 
Durchmesser die Gleichung — j'- + ^^ = besitzt. Bestimme 
hieraus die Koordinaten seiner Endpunkte. 

Aufg. 6. Beweise mit Hülfe des umgeschriebenen Kreises, 
dafs jede Gerade die Ellipse in zwei Punkten schneidet, die 
reell und verschieden, reell und zusammenfallend, oder imaginär 
sein können. 

§ 44. Die Gleichung der Ellipse, bezogen auf zwei konjugierte 
Dureliniesser als schiefwinklige Koordinatenaetsen. 
Die auf die Hauptachsen bezogene Gleichung der Ellipse sei: 

(1) S + F-l- 

Zwei konjugierte Durehmesser mögen mit der positiven 
3;-Acbse die Winkel a und ^ einschliefsen, so ist (§ 43,(^2}): 

Sind die beiden zu a und ß gehörigen Durchmesser resp. 
gleich 2a' und 2h', so bestehen zwischen a und a einerseits, 
h' und ß andrerseits die Relationen (§ 41): 
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(4) •^ + ^-i.' 

Wählt man jetzt die beiden durch a und ß beatimmteD DurcL- 
messer als ie'-Acbse, resp. i/'-Äcbse eines neuen schiefwinkligen 
Koordinatensystems, so gelten die Transformationsformelu (§15): 

X = x cos K + «' cos ß , 
^ ' y = X ?.m a -\- y &m ß. 

Führt man aber diese Werte von x und y in (1) ein und be- 
rücksichtigt (2), (3) und (4), so ergiebt sich (vergleiche auch 
Aufg. 3, §15): 

(ß) S + F-^ = i 

als Gleichung der Ellipse, bezogen auf die konju- 
gierten Durehmesser 2a' und 2h'. 

Diese Gleichung setzt die im vorhergehenden Paragraphen 
besprochene (schiefe) Symmetrie der Ellipse in Bezug auf 
zwei konjugierte Durchmesser in Evidenz. Sie ist genau von 
derselben Form, wie die auf die Hauptachsen bezogene Ellipsen- 
gleichung, welche sie als speziellen Fall enthält. 

Aufg. 1. Man suche die Gleichung der Ellipse mit den 
Halbachsen a und h, bezogen auf die beiden zu den Achsen 
symmetrischen konjugierten Durchmesser. Man findet: 

x'^ + y"' = a'ä = ^^ (§ 43, Aufg. 2) . 

Aufg, 2. Wie lautet die Gleichung der Ellipse mit den 
Halbachsen a^l, 6 = 5, bezogen auf ein Paar konjugierter 
Durehmesser, von denen der als Abscissenaehse gewählte 
parallel der Geraden 2x -\- 7j/ — 4 '= ist? 

% 45. Die Ellipse und die Gerade. Die Tangente in einem 
Punkte der Ellipse. 
Um die Schnittpunkte der auf die beiden konjugierten 
Durchmesser 2a' und 2h' bezogenen Ellipse: 

(1) Ä + ""i = i 
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mit der auf dasselbe Koordioatensystem bezogenen Geraden: 

(2) Ax + By-\-C^O 

zu finden, rechne man etwa aus (2) y aus und setze in (1) 
ein. Man erhält dann die quadratische Gleichung: 

(3) (A'a' + B'b")x' + 2ÄCa-x + (C* - S'b'')a^ = 0, 
deren beide Wurzeln die Abscissen der Schnittpunkte liefern. 
Die Realität derselben hängt von dem Vorzeichen der Dis- 
kri min ante : 

(4) A'C^d' - (A'a' + S'b") (C^ - SH-')a"- 

d. h. von dem Vorzeichen des Ausdruckes A^a'^ + B^b'^ — C^ 
ab. Es folgt aiao: 

Die Gerade schneidet die Ellipse in zwei reellen 
und von einander verschiedenen, in zwei reellen und 
zusammenfallenden, oder in zwei imaginären Punkten 
je nachdem A^a' -\- B^b'^ pC^ ist. 

Verweilen wir speziell bei dem Falle, wo die Gerade die 
Ellipse in zwei zusammenfallenden Punkten trifft, d. h. be- 
rührt. Die quadratische Gleichung (3) liefert dann die Ab- 
acisse x^ des Berührungspunktes und zwar findet man, mit 
Rücksicht auf A^a^ + B'b'^ = C\ leicht: 

(5) ^, = -^-«-'. 

Führt man diesen Wert in (2) ein, so erhält man die 
Ordinate des Berührungspunktes, nämlich: 

(6) ?,--§*■'■ 

Mit Hülfe dieser Koordinaten x^, y^ des Berührungspunktes 
kann man aber jetzt -^ und -^ durch ~ und — ^'^ er- 
setzen, wodurch die Gleichung Ax -\- By -{- C^O, d. h, die 
Gleichung der Tangente im Punkte {x^, j/j) die Form 
erliält : 

(7) ip. + a_i. 

Der Wichtigkeit dieser Gleichung wegen wollen wir die- 
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aelbe nocli auf einem zweiten Wege ableiten. Die Tiingeute 
der Ellipse in einem Punkte Pj war (§ 34) als die Grenzlage 
definiert worden, welcher sich die Sekante nähert, wenn der 
zweite Schnittpunkt P^ mit Pj zusammenfällt. Sind Xy, «/, 
nnd iCj, 1/3 die Koordinaten der Ellipsenpunkte Pj und P^, so 
lautet die Gleichung der Sekante P, P^ : 

(8) !/"!/>- J£-^; {^ - ',)■ 

Da aber: 

5; + 5S"-i, S + rv-1 



ist, so folgt: 



oder: 
(9) 






äodafs wir die Gleichung der Sekante I'yP2 in der Form 
schreiben können: 



y — Vi^ 






Lassen wir nun P^ mit Pj zusammenfallen und setzen dem- 
nach a:^ = Xj, y^'^t/ii s" erlialten wir als Gleichung der 
Tangente im Punkte P,: 

(10) j,_j,^ = _i;;|L(^_a-o. 

Eine einfache Umformung führt zn; 

„'. -r ö'i — «■. -I- ö-i 

Da aber P^ auf der Ellipse liegt, ist die rechte Seite gleich 1, 
d. h. wir gelangen wieder zu Gleichung (7), 

Äufg. 1. Bezieht man die Gleichung der Ellipse auf die 
Halbachsen a und h, so lautet die Gleichung der Tangente: 
— r + ^rr =^ 1- ^'^^^ ^^^^^ ^^^^^ Gleichung dadurch ab, dafs 
man für den entsprechenden Kreispunkt (a:/, j/,') die Glei- 
chung der Tangente x'xj'-\- y'y^^ n' aufstellt und zu dieser 
die entsprechende Gerade aufsucht, welche dann die Tangente 
in {Xy, y^) ist. 
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AuFg. 2. Bringe die auf die Achsen bezogene Tangenten- 
gleichung auf die Normalform. 

Aufg. 3. Bestimme die Achsenabsehaitte der Tangente 

Aufg, 4. Konstruiere die Tacgente im Punkte (j^j, p,) 
mit Hülfe der Bemerkung, dafs die Tangente in dem ent- 
sprechenden Kreispuukte (a;/, y,') denselben Abschnitt auf der 
grofsen Axe bestimmt wie die Ellipsentangente. 

Aufg. Ö. Man suche den Berührungspunkt und die Glei- 
chung derjenigen Tangente der Ellipse ti + js = 1» welche 
der Verbindungslinie der beiden Scheitel A und B parallel ist. 

Aufg. 6. Zeige, dafs die Gerade x cos a -j- y aio a — ö^O 
die Ellipse -, + yi ^ 1 berührt, sobald 

(( == ]/ (?"cös"^T+ 6' sin^ß ist. 

Aufg. 7. Die Gerade —-4-^=1 berührt die Ellipse 
■5v- + -^ ^ 1 , wenn — j H — ? ^ 1 ist. Welcher Bedingung 
sind daher umgekehrt a' und h' nnterworfen, wenn p und 
q gegeben sind? Die Antwort führt zu einem bemerkens- 
werten Satze. 

§ 46. Tangenten und Durehmesser. 
Setzt mau jn der auf zwei beliebige konjugierte Durch- 
messer 2a' und 2b' bezogenen Tangentengleiehung: 

das eine Mal y^^O, x^=^a, das andre Mal ?/i = 0, 3:, = — a, 
so erhält man die Gleichungen der beiden Tangenten in den 
Endpunkten des Durchmessers 2a', nämlich a;=a' und x^ —a. 
Dies sind aber die Gleichungen zweier Parallelen zur y- Achse, 
d. h. zum konjugierten Durchmesser 26'. Es folgt daher 
(vergl. §45, Aufg. 6): 

I. Die Tangenten in den Endpunkten eines Durch- 
messers sind dem konjugierten Durchmesser und 
folglich auch einander parallel. 
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Man kann diesen Sat^ auch so ableiten, dafs man eine 
Sehne parallel zu sich so lange verschiebt, bis ihre Schnitt- 
punkte zusammengefallen sind und die Sehne zur Tangente 
geworden ist. Der zu dem Berührungspunkte gehörige Durch- 
messer ist dann, als Ort der Mittelpunkte der parallelen Sehnen, 
zu der Richtung derselben konjugiert. 

Bestimmt man für zwei zur a:-Achse, d. h, zum Durch- 
pjg, 3a. niesser 2a', symmetrisch gelegene 

"y'lT, Punkte (a^i, j/i) und {^^, —y^) die 
Tangenten und berechnet, indem 
man y = setzt, für beide den 
Abschnitt auf der «-Achse, so findet 
man beide Male denselben Abschnitt: 
Ori = ~, d. h.: 

II. Zwei beliebige Tangenten der Ellipse treffen 
sich stets in einem Punkte desjenigen Durchmessers, 
welcher die Verbindungslinie ihrer Berührungspunkte 
halbiert. 

Schreibt man die Gleichung 01"^ = — in der Form 
OT^.OU^ = d^ = Oq' = 0q"\ so erkennt man, dafs q, 
Q', M^, T^ harmonische Punkte sind. 

Zwei Sehnen, welche einen beliebigen Punkt der Ellipse 
mit den Endpunkten eines Durchmessers verbinden, heifsen 
Supplementarsehnen. Zieht man zu zwei Supplementär- 
sehnen parallele Durchmesser, so werden jene von diesen 
halbiert; von den beiden Durehmessern halbiert also jeder 
eine Sehne, die dem andern parallel ist, d. h.: 

III. Die zu irgend einem Paare Supplementar- 
sehnen parallelen Durchmesser sind konjugiert. 

Denken wir einer Ellipse ein ganz beliebiges Parallelo- 
gramm umgesehrieben, indem wir in den Endpunkten zweier 
beliebiger Durchmesser Pli und QS die Tangenten konstruieren, 
so bilden die Berührungspunkte P, Q, E, S ein der Ellipse 
eingeschriebenes Parallelogramm. Zieht man nun die zu den 
Seiten dieses Parallelogramms parallelen Durchmesser, so sind 
diese nach Satz III konjugiert und halbieren die Seiten des 
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eingeschriebenen Parallelogramms. Infolge von Satz 11 gehen 
dann aber diese Durchmesser durch die Ecken T, U, V, W 
des umgeschriebenen Parallelogramms, d. h. sie sind die 
Diagonalen desselben. Es gilt daher der Satz: 

IV. Die Diagonalen j.,^ „ 

eines jeden der Ellipse 
umgeschriebenen Pa- 
rallelogramms sind 
konjugierte Durch- 
messer. 

Wir wollen endlich 
noch die Gleichung der — -"^^^^ 

Ellipse ableiten, wenn zur f'—^'"' 
a:- Achse ein beliebiger 

Durchmesser 2af und zur y- Achse die in dem einen End- 
punkte von 2a konstruierte Tangente gewählt wird, welche 
dann nach I dem konjugierten Durchmesser 2?*' parallel ist. 
Die auf 2a' und 2h' bezogene EUipsengleicbmig lautet: 

m S + S-i- 

Um auf die neuen Achsen zu transformieren, haben wir 
nur X durch x — a' zu ersetzen (§ 6), indem wir der Ein- 
fachheit halber auch für die neuen Koordinaten die Bezeich- 
nungen X, y (statt x', /) wählen. 

Man erhält dann: 

oder: 

Gebt mau speziell von den beiden symmetrisch zu den Haupt- 
achsen gelegenen konjugier ten'Durchmessern aus (§ 44, Aufg. 1), 
so ist a'= b' und die Gleichungen (1) und (2) nehmen dann 
die Form an: 

(3) ^• + s'-. «•■ 
Tmd 

(4) f - 2a X - x'. 
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Diese Gleichungen stimmen genau mit der Mittelpunkts- 
gleichung, reap. Scheite Igieiehung des Kreises üherein (§ 31, 
Gl. (6) und (3)). Während sie aber bei dem Kreise für un- 
zählig viele rechtwinklige Koordinatensysteme gelten, 
finden sie bei der Ellipse nur für ein einziges und zwar 
schiefwinkliges Achsensyatem Anwendung. 

Legt man endlich rechtwinklige Koordinaten zu Grunde, 
indem man setzt a' ^ a, V ^ 6, — =p, wo p ^en Halbpara- 
meter bedeutet, so geht [2) in die Scheitelgleichung der 
Ellipse über, nämlich iu: 
(5) !/■ = 2px - -f- I'. 

Aufg. Man konstruiere zu einer Ellipse ein beliebiges 
umgeschriebenes Parallelogramm oder Rechteck. Welche Lage 
müssen umgeschriebene Rhomben haben? 

§ 47. Die exzentrische Anomalie. 
Schreiben wir die auf die Hauptachsen bezogene Ellipsen- 
gleichung in der Form: 

m ©> (!')■= >. 

so erkennen wir, dafs die echten Brüche — und -^ als Kosinus 
resp. Sinus desselben Winkels v angesehen werden können. 

Setzen wir nämlich: 
(2) X = a cos V, y = i sin v, 

so erhalten wir für jedes Zahlenpaar x, y, welches der Glei- 
chung (1) genügt, und nur für solche, ans den Gleichungen 
(2) einen ganz bestimmten Wert von v. Aber auch um- 
gekehrt liefern die Gleichungen (2) für jeden Wert von v 
ein Zahlenpaar x, y, welches der Gleichung (1) genügt, denn 
es ist allemal; 

Da also Gleichung (1) und die Gleichungen (2) genau die- 
selben Zahlenpaare x, y definieren, so sagen wir, die beiden 
Gleichungen (2) seien der einen Gleichung (l}äquivalent. Man 
nennt den variabeln Parameter v, mit Hülfe dessen man samt- 
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liehe Punkte der Ellipse darsteilen kann, die exzenirisclie 
Anomalie des Punktes {x, y). Da ein Punkt der Ellipse 
vollständig durch seine exzentrische Anomalie bestimmt ist, 
so können wir den Punkt (x, y) der Ellipse auch kurz den 
Punkt (v) nennen. 

Aus der Figur des § 42 ergiebt sich aber auch sofort die 
geometrische Bedeutung von v. Trifft nämlich ein beliebiger, 
durch den Mittelpunkt der Ellipse gezogener Strahl den ein- 
geschriebenen Kreis in Q, den umgesehriebenen Kreis in P', so 
hat der zugehörige Ellipsenpunkt (man vergl. die a. a. 0. be- 
schriebene Konstruktion) dieselbe Abscisse wie P' und die- 
selbe Ordinate wie Q. Da aber anderseits die Koordinaten 
von P resp. acosv und b siav sind, so folgt, dafs v gleich 
dem Winkel ist, welchen der Strahl OQP' mit der positiven 
Richtung der a:-Aehse bildet, d. h.: 

Die exzentrische Anomalie eines EUipsenpiinktes 
ist die Anomalie des entsprechenden Punktes des um- 
geschriebenen Kreises, 

Anfg, 1. Bestimme die exzentrische Anomalie des Punktes 
(3; — 1, 6), der Ellipse j' + ^ = 1. 

Aufg. 2, Durch welche Gleichungen wird die exzentrische 
Anomalie eines Punktes der Ellipse —,-{- y, = 1 definiert, 
welcher senkrecht über einem Brennpunkte liegt? 

Aufg. 3, Bestimme die Koordinaten des Punktes ^^45''. 

Aufg. 4. In welcher Beziehung stehen die exzentrischen 
Anomalien der Endpunkte eines Durchmessers? 

§ 48. Weitere Sätze über konjugierte Durclimesser. 
Sei P ein beliebiger Punkt der Ellipse |^ + ^ = 1. 
Bezeichnet man mit v seine exzentrische Anomalie, mit x, y 
seine rechtwinkligen Koordinaten und mit a den zugehörigen 
Halbmesser OF, so hat man: 

X == IX cos V, !/ = f* sin v, 
ß's = at- + y'\ 
folglich: 
(1) a'- = a^ cos^ V + 6^ sin^ v. 
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Aus der in § 43 gegebenen Konstruktion des zu OP kon- 
jugierten Halbmessers OQ, welche auch die nachstehende Figur 
zur DaratelluDg bringt, folgt, dafs der Endpunkt Q die 




exzentrische Anomalie v-^-dO" besitzt und somit seine 
Koordinaten resp. — as'mv und ftcosi; sind. Setzt mau 
nun OQ = h', so folgt: 

(2) b'^ = a' sin^t! + ^^ cos^ v. 
Addieren wir (1) und (2), so erbalten wir: 

(3) «'■ + S" -a' + h-, 

d. h.: I. Die Summe der Quadrate zweier konjugierter 
Halbmesser ist konstant und zwar gleich der Summe 
der Quadrate der Halbachsen. 

Um ferner den Inhalt des von den beiden konjugierten 
Halbmessern OP und OQ gebildeten Dreiecks OPQ zu berech- 
nen, haben wir nur die Koordinaten acosv, fcsin^i, resp. 
— a sinw, b cos v der Punkte P und Q in die Formel: 

einzusetzen. Wir erhalten: 

(4) J^^ab, 
in Worten: 

II. Das durch die Verbindung der Endpunkte 
zweier konjugierter Halbmesser entstehende Dreieck 
bat einen konstanten Inhalt. 

Da der Inhalt des Dreiecks OPQ aber auch durch 
^ ah' sin CO ausgedrückt werden kann, insofern m den von den 
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beiden konjugierten Durchmessern eingeschlossenen spitzen 
Winkel bedeutet, so erhalten wir aus: 
^o& = ^a'?i' sin w 
die Relation: 

durch welche man den von den beiden konjugierten Durch- 
messern 2a' und 2h' eingeschlossenen spitzen Winke), den 
sogenannten Konjugationswinkel, berechnen kann. 

Der Konjugations Winkel wird seinen kleinsten Wert er- 
halten, wenn das Produkt a'h' seinen gröfsten Wert annimmt. 
Nun ist: 

2ah' = «'ä + 6'^ — ((['— b')' = «' + ?>' — («■— Vf, 
woraus man erkennt, dafs für a =^ h' das Produkt a'i' ein 
Maximum wird. Dieser Fall tritt ein, wenn die exzentrische 
Anomalie von a gleich 45" wird; dann folgt aber aus (1) und 
(2) (oder auch aus Satz I): 

(6) «"-r-^!^ (8 44, A«tg. 1) 

und ferner: 

Wir sehen also : 

ni, U nter allen Paaren konjugierter Durchmesser 
schliefst das Paar der gleichen, zu den Hauptachsen 
symmetrisch gelegenen konjugierten Durchmesser den 
kleinsten Konjugationswinkel ein. 

Bezeichnen wir mit ä den Abstand OL des Mittelpunktes 
von der Tangente in P, die ja zu OQ parallel ist, so ist ä 
zugleich der Abstand des Punktes P von OQ, und demnach 
das Dreieck OPQ auch gleich \h'd. Durch Vergleichen mit 
^ah ergieht sich dann aber: 

(8) = 1J- 

Diese Gleichung können wir auch direkt ableiten. Setzt man 
nämlich in die Gleichung — i' -f ^ = 1 einer Ellipsentangente 
für die Koordinaten des Berührungspunktes (Xi, ?/,) die Koor- 
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dinaten Yon P, nämlich a cos v, b sin v ein, so erhält man die 
Gleichung <l»;r Tangente in P in der Form: 
(9) »'51' + !'.'j»..?^i. 

Aus tlieaer Gleichung findet man den Abstand d der Taugente 
vom Anfangspunkte (§ 22), nämlich: 



'V' 



„ä "f J,S 



Der Ivenuer ist aber zufolge Gleichung (2) gleich h'. 

Aufg. 1. Sprich Satz II in der Form aus: Die Parallelo- 
gramme, welche entstehen, ivenn man die Endpunlite irgend 
zweier konjugierter Durchmesser verbindet, sind inh alt Sgl ei eh. 
Beweise, dafs auch die Parallelogramme, welche durch die 
Tangenten in den Endpunkten konjugierter Durchmesser ge- 
bildet werden, konstanten luhalt haben. 

Aufg. 2. Zeige, dafs tg oj = — ■ tg (jü -— k) = - ^ , ist, 
insofern o den Konjugationswinkel und v die dem spitzen 
Winkel a entsprechende exzentrische Anomalie bedeutet. Für 
V = 45" folgt dann Satz III. Die trigonometrischen Funktionen 
des kleinsten Konjugationä Winkels sind 13-7- = —, sin ro = -,--, ,-;f 
cos di = ----;— f" etc. 

Aufg. 3. Aus der Länge d eines Halbmessers berechne 
man die KugehÖrige exzentrische Anomalie v und den Winkel 
«, den d mit der x- Achse bildet. Mit Hülfe von (1) findet man: 






Aufg. 4. Einem gegebenen Parallelogramme mit den Dia- 
gonalen 2a' und 2h', deren spitzer Winkel gieich a sei, kann 
stets eine, aber auch nur eine Ellipse umgeschrieben werden, 
für welche jene Diagonalen konjugierte Durchmesser sind. 
Man findet nämlich znnäehat die Achsen a und h in eindeutiger 
Weise aus a^ -\- h'^ ^ a"' -\- V- und d h' &\a co ^^ ab und zwar 
erhillt man: 



ß + 6=l/a'^-|-i*'^+ 2dh' s\i\a, a — h = y'd^-{'b'^ — 2 db' sma 
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Die Lage Her Achse n fiii(3et man danu aus dem in Äiifg. 3 
gegebenen Ausdrucke für tg k. 

Äufg. 5. Führe die vorhergehende Aufgabe durch für 
a= 13, ö'= 6, sin m = ■{<^. 

Aufg. 6. Für die Abstände ä und tj' zweier zu einander 
senkrechter Tangenten hat man (§ 45, Aufg. 6) : 

ä^ = a^ cos^ tt -]- b^ sin^ a, d'^ = a^ sin* a -\- b^ cos* a, 
folglich ö^ + ^'^ = a^ -\- V. Beweise daraus, dafs der Ort 
der Schnittpunkte zu einander senkrechter Tangenten der mit 
dem Radius j/»^ + J^ um den Mittelpunkt der Ellipse be- 
schriebene Kreis ist. Beweise den gleichen Satz auch aus (8), 
mit Benutzung von § 41, Gl. (9). 

Aufg. 7. Beweise Satz II aus der Affinität der Dreiecke 
OFQ und OFQ-. 

§ 49. Pol und Polare. 

Die auf zwei konjugierte Durchmesser 2«' und 2b' be- 
zogene Gleichung einer Ellipse lautet: 

Es seien nun zwei beliebige Punkte P^ und P^ gegeben, deren 
Koordinaten x-^, y, und x.^, y., sich auf dieselben schiefwink- 
ligen Achsen 2a' und 2b' beziehen sollen. Um die Schnitt- 
punkte der Geraden P,P,, mit der Ellipse zu bestimmen, er- 
innern wir uns, dafs ein jeder Punkt P der Verbindungslinie 
P.P^ durch die Koordinaten: 






(2) 

dargestellt werden kann, insofern A das Teilverhältnis von P 
in Bezug auf P^P, bedeutet. Soll P auch auf der Ellipse 
liegen, so müssen seine Koordinaten der Gleichung (1) ge- 
nügen, d. h. es mufs sein: 

«'n 1+ 1 / T^ 6'^l 1 + I / '-' 

oder geordnet: 
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(3) .'(3;+|'-l) + 2A(^ + ä^|.^l) 

+ &.■ + !;-') = ''■ 

Die beiden Wurzeln l^ und i.^ dieser quadratischen Gleichung 
stellen die Teil Verhältnisse der Schnittpunkte von PjPg mit 
der Ellipse dar. Liegen nun zufällig die Punkte P, und P^ 
soj dafs der Koeffizient von 2X, nämlich —,-,- + ^- — 1, 
verschwindet, so sind die Wurzeln von (3) einander entgegen- 
gesetzt gleich, und es hilden dann die Punkte Pj und P^ mit 
den Schnittpunkten S^ und S^ {falls diese überhaupt reell 
sind) eine harmonische Gruppe. Sollen umgekehrt PijPs, 
iSj, Sg harmonische Punkte sein, so mufs l^ ^ — A^, d. b. 

^- + '']/'- —1 = sein. 

Dies vorausgeschickt, sei jetzt P[ ein fester Punkt. Wir 
legen durch ihn alle möglichen Strahlen und bestimmen jedes- 
mal zu Pj und den beiden Schnittpunkten iS^ und Sg (falls 
dieselben überhaupt reell sind) den vierten harmonischen, P^ 
zugeordneten Punkt P^. Die Koordinaten von Pg müssen 
allemal der Gleichung: 

(4) ^ + |S-1 

geniigen, und umgekehrt ist jeder Punkt, dessen Koordinaten 
(4) befriedigen, so gelegen, dafs seine Verbindungslinie mit P^ 
durch die Ellipse harmonisch geteilt wird, falls sie dieselbe 
überhaupt in reellen Punkten trifft. Da aber (4) die Gleichung 
einer Geraden ist, so folgt: 

Zieht man von einem beliebigen Punkte Strahlen 
nach einerEllipse und bestimmtjedesmal zu den beiden 
Schnittpunkten und dem gegebenen Punkte, als zu- 
geordnetem, den vierten harmonischen Punkt, so ist 
der Ort dieser vierten harmonischen Punkte eine ge- 
rade Linie. 

Man nennt diese Gerade die Polare des gegebenen Punktes 
und diesen den Pol der Geraden. 

Liegt P, innerhalb der Ellipse, so liegen die vierten 
harmonischen Punkte alle aufserhalb (§ 4); die Polare 
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schneidet dann die Ellipse nicht. Befindet sich dagegen 
1\ aufserhalb, so erhält man für joden Strahl, welcher die 
Ellipse in reellen Punkten trifft, einen innerhalb gelegenen 
vierten harmonischen Punkt; die Polare trifft dann die 
Ellipse in zwei reellen Punkten. Sei P^ ein solcher 
Schnittpunkt, so erfüllen die Koordinaten a:^, y^ desselben 
nicht nur Gleichung (4), sonderu es ist auch -4; + s^ — 1 =0, 
d.h. die Wurzeln l^ und k^ von (3) werden beide unendlich grofs 
(vgl. § 56), die Schnittpunkte S^_ und S. fallen daher mit P^ 
zusammen, sodafs PiP^ die Ellipse in Pg berührt. Um- 
gekehrt liegt der Berührungspunkt jeder von P^ an 
die Ellipse gelegten Tangente auf der Polaren von P^. 
Denn sei etwa P' mit den Koordinaten x, y' ein solcher Be- 
rührungspunkt, so wird die Gleichung seiner Tangente durch 
Pj befriedigt, d. h. es ist ^^ 4" %r ■= 1- Diese Gleichung 
sagt aber zugleich aus, dafs x , ij die Gleichung (4) befriedigen, 
dafs also P' auf der Polaren von P, hegt. Zugleich geht 
hieraus hervor, dafs von jedem aufserhalb gelegenen 
Punkte zwei reelle Tangenten an die Ellipse gelegt 
Vferden können. 

Nehmen wir endlich an, der Pol P, liege auf der 
Ellipse, dann stellt (4) die Gleichung der Tangente von P^ 
dar, d. h.; Die Tangente einer Ellipse ist die Polare 
ihres Berührungspunktes, dieser der Pol seiner Tan- 
gente. Dasselbe zeigt auch Gleichung (3); denn wenn der 
£oef6zieut von X und das absolute Glied verschwinden, so ist 
jl, ^ >lj ^ 0, d. h. die beiden Schnittpunkte S^ und S^ von 
PiPj fallen zusammen, sodafs Pg allemal auf der Tangente 
von P, liegen muTs. 

Aufg. 1. Man konstruiere zu einem beliebigen Punkte P 
in Bezug auf eine EUipse die Polare mittels des vollständigen 
Vierecks, Man lege durch P zwei Strahlen, welche die Ellipse 
resp. in Pj, P^ und S,, S^ schneiden mögen. Die Verbindungs- 
linie des Schnittpunktes von B^S^ und P^Si mit dem Schnitt- 
punkte von P^Si und P^Sg ist die gesuchte Polare (§ 28). 

Aufg. 2. P^ liege aufserhalb der Ellipse. Man suche 
die für diesen Fall ausgesprochenen Sätze geometrisch dadurch 
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abKuleiten, dafs man den durch P, gezogenen Strahl dreht, bis 
seine Schnittpunkte zusammenfallen. 

Aufg. 3, Man überlege an Hand der Zeichnung, wie sich 
die Berührungssehne, d. h. die Verbindungslinie der Berüh- 
rungspunkte der beiden von dem aufserhalb gelegenen Punkte 
P^ an die Ellipse gelegten Tangenten, bewegt, wenn P^ sich 
immer mehr und mehr der EUipse nähert. 

Aufg. 4. Einer Ellipse sei ein beliebiges Viereck ein- 
gesehrieben. Die Schnittpunkte von je zwei Gegenseiten heifsen 
die drei Diagonalpunkte. Beweise, dafs jeder derselben der 
Pol der Verbindungslinie der beiden andern ist. 

Aufg. 5. Man konstruiere von einem aufserhalb einer 
Ellipse gelegenen Punkte die beiden Tangenten an dieselbe 
mittels der Polaren (Aufg. 1). 

§ 50. Lehrsätze über Pol uad Polare. 
Zu jedem Punkte P, existiert eine ganz bestimmte Po- 
lare, deren Gleichung: 

(1) ^ + f^-i 

ist. Aber auch umgekehrt kann jede Gerade: 

(2) Ax + By+C=0 

afs die Polare eines ganz bestimmten Poles aufgefafst werden. 

Die Gleichungen (1) und (2) werden nämlich identisch, wenn 

man setzt: 



odtr : 

(3j x, = - -^ a-, y^=—-^h-. 

Es ist daher Äx + By -j- (7 = die Polare des durch (3) 
definierten Punktes (vergl. § 45, Gl. (5) und [6)). Die Formeln 
(3) werden für (7=0 illusorisch, insofern dann x^ und y^ 
unendlich grofs oder, wenn auch noch eine der Gröfsen A 
und B verschwinden sollte, unbestimmt werden. Da nun für 
C=0 die gegebene Gerade ein Durchmesser wird und da es 
ganz gleichgültig ist, welches Paar konjugierter Durchmesser 
wir zu Koordinatenachsen wählen, so wollen wir diesen Fall 
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folgendermafseii behandeln. Der Durchmesser 2b' werde von 
Anfang an parallel zu der gegebeECD Geraden gewählt, die 
wir dann nachher parallel mit sich verschieben werden, bis 
sie mit dem Durehmesser 2b', d. h. mit der Ordinatenachse 
zusammenfällt. Die Gleichung der gegebenen Geraden, be- 
zogen auf die konjugierten Durehmesser 2 a' und 2b', lautet 
jetzt: 

(4) Ax-\-C=0. 
Folglich hat ihr Pol die Koordinaten: 

(5) ^i = ^ '(■ <* ^ yi = f 

d. h. er hegt auf dem zur Richtung der Geraden konjugierten 
Durchmesser (vgl. § 46, II). Wird nun C immer kleiner und 
kleiner, bis die Gerade mit 2b' zusammenfällt, so wächst a-\ 
bis ins Unendliche, d. h.: 

I. Der Pol eines Durchmessers ist der unendlich 
entfernte Punkt des konjugierten Durchmessers (§ 46 
Satz I). 

Wir kommen zu dem gleichen Resultate, wenn wir von 
dem Pole statt von der Polaren ausgehen. Ist P, gegeben, so 
können wir, ohne die Allgemeinheit zu stören, 2a' und 2h' so 
wählen, dafs P^ auf dem Durchmesser 2a, d. h. auf der a;-Achse 
liegt. Dann lautet, wegen y^ = 0, die Gleichung der Polaren 
von P^: 

oder: 

(6) *-|". 

d. h. die Polare ist parallel zu dem Durchmesser, der 
dem durch P^ gehenden konjugiert ist, und fallt für 
a;^ == cxj mit diesem zusammen. 

In Bezug auf die Ellipse -i^ -f- .4j- '= 1 mögen zwei Punkte 
Pj und P^ so liegen, dafs Pg auf der Polaren von P^ sich 
befindet. Dann besteht die Gleichung: 

(7) "^St + f.? - 1. 
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Diese Gleichung drückt dann aber auch aus, dafs P^ auf der 

Polaren —77 + ^ ■= 1 von P^ liegt, und es gilt daher der Satz: 

II. Liegt ein Punkt Pg auf der Polaren von P,, so 
liegt auch P^ auf der Polaren von P^ und umgekehrt. 

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: 

III. Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden, so 
dreht sich seine Polare um den Pol der Geraden, und 
umgekehrt, dreht sich eine Gerade um einen Punkt , 
so bewegt sich ihr Pol auf der Polaren des Punktes. 
Oder auch: Den Punkten einer Punktreihe entsprechen 
als Polaren die Strahlen eines StrahlenbOschels, und 
umgekehrt. 

Da der Pol eines Durehmessers der unendlich ferne Punkt 
des konjugierten Durehmessers ist und da alle Durchmesser 
durch den Mittelpunkt gehen, so müssen wir in Übereinstim- 
mung mit III die unendlich fernen Punkte der Ebene als auf 
einer Geraden befindlich voraussetzen. Diese unendlich ferne 
Gerade der Ebene ist dann als die Polare des Mittelpunktes 
zu bezeichnen. 

Ä.ufg. 1. Man überzeuge sich, dafs die auf Pol und Polare 
bezüglichen Sätze unabhängig von dem Koordinatensysteme 
sind. Dasselbe wurde nur zur Herleitung benutzt und, wie 
die Ausführungen des Textes zeigen, für den zu behandelnden 
Fall allemul zweckentsprechend gewählt. 

Aufg. 2. Man leite die an die Gleichungen (4), (5) und (6) 
anknüpfenden Bemerkungen aus §46 (insbesondere Satz II) ab; 
vergleiche namentlich die dort gegebene Gleichung: OT^ = - 
mit (6). 

Aufg. 3. Zeige direkt, dafs den Punkten der durch 
X =^ ' r, — , y = , Xi dargestellten Punktreihe als Po- 
laren die Strahlen des Strahlenbüschels Gi-f-AG^'=0 ent- 
sprechen, insofern G, =^ und Gg = die Polaren von 
(^11 Vi) "^"^ (^ai Pi) ^''■^^ ^'^^ ^ einen variabelen Parameter 
bedeutet, der alle Werte von — c5o bis -j- 00 zu durchlaufen 
hat. Beachte speziell die Werte 0, 00, +1, —1. 

Aufg. 4. Leite aus II den folgenden Satz ab: Wenn 
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durch einen Punkt P ein beliebiger Stralil nach einer Ellipse 
gezogen wird, welcher dieselbe in S^ und Sg trifft, so selineideti 
sich die Tangenten von S, und 5*2 in einem Punkte Q der 
Polaren von P. 

Äufg. 5. l\Ian leite den in der vorhergebenden Aufgabe 
ausgesprochenen Satz aus § 49, Aufg. 1 dadurch ab, dafs man 
die Strahlen FB^B^ und PS^S^ zusammenfallen läfst. 

Aufg. 6. Man konstruiere, mit Benutzung von II, zu einer 
die Ellipse nicht schneidenden Geraden den zugehörigen Pol. 

Aufg. 7. Bestimme den Ort der Pole der sämtlichen 
Tangenten des Kreises x' -\- y^ = d' in Bezug auf die kon- 
zentrische Ellipse J + ll = 1. 

§ 51. Brennpunktseigensehaften. 
Für die zu einem beliebigen Punkte P der Ellipse: 

(1) i+t-^ 

gehörigen Brennstrahlen r und r (g 39) hatten wir gefunden: 
(2) r' = (c- xf + y% r" = (c + xf + y\ 

Durch Subtraktion folgt: 

und da r'+ r = 2a ist: 

/ — r ^ 2 X. 
Führt man nun für die numerische Exzentrizität - 
die Bezeichnung £ ein (§ 41), so erhält mau zur Bestimmung 
von )■ und r die beiden Gleichungen: 



(3) )■ = n — ex, r ^ a + bx. 

Fuhrt man statt der Abscisse von P die exzentrische Ano- 
malie v ein, indem man x = a cos v setzt, so erhält man durch 
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Multiplikation von r und r , mit Berücksichtigung von c^ea 
und c- = H^ — Zi-, die Gleichungr 

(4) rr' ^ d- sin'^r -|- 6^ eos" r. 

Nach § 48, Gl. (2) ist aber die rechte Seite gleich h'^, 
wenn h' der zu OP konjugierte Halbmesser ist. Wir erhalten 
daher die bemerkenswerte Gleichung: 

(5) r,'-V', 
jü Worten: 

I. Das Produkt der Brennstralilen eines Punktes 
ist gleich dem Quadrate des zu dem Punkte gehörigen 
konjugierten Halbmessers. 

Um die Abstände d und d' der beiden Brennpunkte von 
der zu P gehörigen Taugente zu ermitteln, bringe man die 
Gleichung der letzteren, nämlich: 

.^■cos.^_y.m._J^ (§48, Gl. (9)} 

aui' die Nornialfurm und führe dann die Koordinaten der beiden 
Brennpunkte F und F' eia, wodurch man erhält: 

(6) d =^ ,. (a — c cosf), (/'= -.-. {a -\- c cosi'), 
oder: 

(7) ,t-l.{a-sx), ä-- ],(<. + .»), 

und mit Rücksicht auf (3): 

(8) ,?-»,,.. i'^l.r. 

Multipliziert mau aber beide Gleichungen und beachtet (5), 
so folgt: 

(9) dd'= ¥, 
&. h.: 

II. Das Produkt der Abstände der Brennpunkte 
von einer Tangente der Ellipse ist konstant und zwar 
gleich dem Quadrate der kleineu Halbachse. 

Aus (8l erhält man ferner die Rektiou: 
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Daraus folgt aber die Älmliclikeit der beiden Dreiecke 
FFG und TF'G' und mithin die Gleichheit der Winkel 
-^F'PG' und ^FPG. Es gilt daher der Satz; 

III. Die Tangeute bildet mit den Breunstrahlen 
gleiche Winkel. 

Nennt man die im Punkte P der Ellipse auf der Tangente 
senkrecht stehende Gerade die Normale der Ellipse iu P, 
so kann man Satz III auch su Fig. s9. 

aussprechet!; -"■ ^ 

IV. Die Tangente und ; '■, 
Normale eines Punktes der „i j-r 
Ellipse sind die Winkel- 
halbierenden der beiden zu 
diesem Punkte gehörigen , 
Breunstrahlen. 

Aus die&em Satze ergiebt 
sieh noch eine interessante Folge- ^ 1/ 

rung. Verlängert man nämlich — ^^rrr 

das von dem Brennpunkte F 

auf die Tangente in P gefällte Lot FG = ä um sich selbst, 
wodurch man zu dem Gegenpunkte N von F gefuhrt wird, 
so folgt aus; 

^ HFG = ^ FPG = -^ FTG\ 
dafs die Punkte F', P, H in gerader Linie liegen. Nun ist: 

F'H = FP + FH= F'P + PF = 2a, 
d. h.: 

V. Der Ort der Gegenpuukte eiues jeden der bei- 
den Bronnpunkte in Bezug auf eine bewegliche Tan- 
gente ist der mit dem Radius 2a um den andern Brenn- 
punkt beschriebene Kreis. 

Beachtet man, dafs FF' in 0, FR in G, F'H' in G' 
halbiert werden, so folgt, dafs OG und OG' reop. zu F'H 
und FH' parallel sind. Man hat daher: 

OG^iF'H und OG'^iFH'. 
Da aber F'H=FH'=2a ist, so ergiebt sich: 
OG^OG'=a, 
d. h.: 
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YT. Der Ort der Fufspunkte der Lote, die man 
You di'ti beiden Brennpunkten auf die sämtlichen Tan- 
genten einer Ellipse lallen kann, ist der der Ellipse 
umgeschriebene Kreis. Oder auch: Die Ellipse wird 
umliiillt von dem einen Schenkel eines recliten Win- 
kels, dessen Scheitel einen festen Kreis durchläuft, 
während der andere Schenkel durch einen im Innern 
befindiichen festen Punkt hindurchgeht. 

Die AVichtigkeit aller dieser Sätze wird es rechtfertigen, 
wenn wir Salz IV, ans welchem sich V und VI als einfache 
geometrische Folgerungen ergaben, noch auf einem anderen, 
direktfren Weg ableiten. Bezeichnet man die Koordinaten 
von P jetzt mit x^, j/j, so lautet die Gleichung der Tangente 
in P: 



. yy> 



- 1. 



Da sich hieraus als Richtnngskoeffizient — , ' ergiebt, so 
ist der Richtungskoeffizient der Normalen in P gleich ''j''-! 
und folglich deren Gleichung: 

y ~ Vi = ^'|;C^ — ^1)7 
oder symmetrischer: 

(U) a"-=f '-,,"-_'■■ 

Setzt man y = 0, so findet mau für den Achsenabschnitt ON 
den Wert; 

oder: 

(12) o^'=E'x„ 

Daher ist: 

(13) F'N^'c + i^x, = s{a-\- ex;)==ir', 

(14) FN = c — B^x^ = s(a — Bx-^) = sr . 
Daraus aber folgt; 

(.15) rii:FN=rP:FP, 

und es ist daher nach einem bekannten planimetrischen Satze 

die Normale die Winkelhalbierende der beiden Brennstrahlen. 
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Aiifg. 1. Beweise aus den Richtiingskoeffi/,ieiiten der 
Normalen und der beiden Brennstralilen durch direktes Be- 
rechnen (§ 24) der beiden Winkel -^ F'FN und ^ FPN die 
Gleichheit derselben. 

Äufg. 2. Konstruiere die Normale in einem Punkte der 
Ellipse. 

Aufg. 3. Konstruiere von einem Punkte aufserhalb der 
Ellipse die beiden Taugeuten mit Hülfe von Satz V und VI. 

Aufg. 4. Von dem einen Brennpunkte einer a)s spiegelnd 
gedachten Ellipse mögen nach allen Rithtungen hin Strahlen 
(der Wärme, des Lichtes oder des Sehalles) ausgehen. Welchen 
Weg nehmen die an der Ellipse nach dem bekannten Eeflesions- 
gesetze reflektierten Strahlen? 

Aufg. 5. Die Tangente und die Normale in P mögen die 
iC-Achse in T uud N schneiden. Beweise, dafs OT.ON^e 
ist, und schliefse iliiraus , dafs F. /'", T, y harmonische 
Punkte sind. 

Aufg. C. Bestimme in Bexug auf F und F' zu jedem 
der Scheitel A und A' den vierten harmonischeu Punkt A„ 
resp. Jj' imd zeige, dafs der Schnittpunkt N einer jeden Nor- 
malen stets zwischen A^ und jij' liegt. In welcher Beziehung 
stehen A^ und Ay zu den Normalen in A und A' ? 

Äufg. 7. Berechne das Stück M2s — die sogenannte 
Subnormale von P. 

Aufg. 8. Berechne das Stück FN — die sogenannte 
begrenzte Normale von P — mit Hülfe der eszentrisehen 
Anomalie vou P und zeige, dafs PN=- -, wo b' der xü OP 
konjugierte Hülbmesser ist. 

Aufg. 9. Berechne aus (11) den Athseuabschuitt OiV" 
der Normalen mit der j/-Achse. 

Aufg. 10. Beweise mit Hülfe der Torhergelienden Auf- 
gabe, dafs P3("= ist, und leite daraus die Siitze ab: 

PK. PiV'= h'-' und PN: PN'= P:a' = Konst. 

Aufg. 11. Bringe den Kosinus des in Aufg. 1 berech- 
neten Winkels -^FPN^ <p mit Hülfe der exzentrischen Ano- 
malie auf die Form cosq7 = -, , und beweise daraus, dafs die 
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Projektion der Normalen Pj\'= — auf einen Brennstralil kon- 
stant und zwar gleich dem Halbparameter p ist. 

Äufg, 12. Beweise folgenden Satz: Eine Gerade schneidet 
die Ellipse, berührt sie oder liegt ganz aufserhalb derselben, 
je nachdem der Fufspunkt des von einem Brennpunkte auf die 
Gerade gefällten Lotes innerhalb, auf der Peripherie oder aufser- 
halb des umgeschriebenen Kreises liegt (vergl. § .33), 

§ 52. Die Direktrix. 

Man nennt die Polare eines Brennpunktes eine Direktrix 
der Ellipse. Ihre Gleichung erhalten wir aus: 

indem wir a;', ^ c, !/i = setzen, demnach: 

(1) ■■'-^- 

In gleicher Weise existiert für den andern Brennpunkt 

eine Direktrix mit der Gleichung x= 

Die Direktrix des Brennpunktes F ist also, ebenso wie 
die von F', eine Gerade, welche im Abstände ■ = vom 
Mittelpunkte auf der grofsen Achse senkrecht steht. Sie läfst 
sieh daher leicht konstruieren. 

Berechnet man für einen beliebigen Ellipsenputikt P den 
Abstand PF von dem Brennpunkte F und den Abstand PQ 
p. .. von der zu F gehörigen Direk- 

trix, so erhält man: 
PF=r = a — sx, 
PQ^"~^x = -\{a^,x), 
folglich: 
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,1 h.: 
I. Das Verhältnis der Ab.^tände eines Punktes der 
Ellipse von einem Brennpunkte und der zugehörigen 
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Direktrix ist koustaut und zwar gleicli der nume- 
rischen Eszentrizitiit. 

Für den andern Brennpunkt F' würden wir aus: 

TF'= a + ix und FQ'= -"- + 3: = y (a + ex) 

dasselbe Resultat -pry = a erhalten haben. 

Die Polare eines beliebigen Punktes (Xy, ij,) der zu F 
gehörigen Direktrix hat, wegen x^ = -, die Gleichung: 

und geht, wie auch aus der Gleichung zu erkennen ist, durch den 
Brennpunkt F f§ 50). Da aber der Rieht ungskoeffizieut dieser 

Polaren gleich ist, während die Verbindungslinie des 

Punktes (a:,, j/^) mit F den Richtungäkoeffizienten ■;' besitzt, 
so folgt: 

II. Die Verbindungslinie eines Brennpunktes mit 
dem Pole einer beliebigen durch ihn hindurchgehen- 
den Sehne steht senkrecht auf dieser. Oder auch: Das 
zwischen dem Berührungspunkte und der Direktrix 
gelegene Stück einer Tangente wird von dem zugehöri- 
gen Brennpunkte aus unter einem rechten Winkel 
gesehen. 

Aufg. 1. Welches ist die Direktrix des Kreises, und wie 
modifizieren sich für diesen die Satze I und II? 

Aiifg. 2. Lege mit Hülfe von II von einem beliebigen 
Punkte der Direktrix die beiden Tangenten an die Ellipse. 

Aufg. 3. Beweise, dafs die Entfernung eines Breun- 
piinktes von der zugehörigen Direktrix gleich - ist. Daraus 
folgt dann, dafs eine Ellipse vollständig bestimmt ist, wenn 
man einen Brennpunkt, die zugehörige Direktrix und die 
numerische Exzentrizität kennt (§ 41, Aufg. 6). 

§ 53. Flächeninhalt der Ellipse. 
Bezeichnet man den Flächeninhalt der Ellipse mit J 
und denjenigen des umgeschriebenen Kreises mit J', so folgt 
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aus der Affinität beider Liuieu (§27) sofort J = -■ J\ 
d. h.: 

(1) J^Ttah. 

Analoges gilt aber auch für jeden beliebigen Teil des Kreises 
und den enfsprecheiiden Teil der Ellipse, also beispielsweise 
für einen beliebigen Kreissektor und den entsprechenden 
Ellipseusektor. Wenn daher irgend zwei Kreissektoren inhalts- 
gleieb sind, so sind es auch die entsprechenden Ellipsen- 
sektoreu. Oder wenn überbaupt der Kreis in irgend welcher 
Weise in n gleiche Teile geteilt wird, so wird von den ent- 
sprechenden Linien auch die Ellipse in n gleiche Teile geteilt. 
So wird beispielsweise der Kreis durch zwei auf einander 
senkrechte Durchmesser in vier gleiche Quadranten zerlegt 
und wir haben daher: 

Die Ellipse wird durch je zwei konjugierte Durch- 
messer in vier inhaltsgleiche Teile geteilt. 

Der letztere Sati-, folgt auch leicht aus der Symmetrie der 
Ellipse in Bezug auf konjugierte Durchmesser, 

Formel (1) kann noch verallgemeinert werden, weun man 
statt der auf einander senkrechten Halbachsen a, h zwei 
beliebige konjugierte Halbmesser «', h' und den zugehörigen 
Koujiigat Jons winke] to als bekannt voraussetzt. Dafs dadurch 
eine Ellipse vollständig bestimmt ist, haben wir | 48, Aufg. 4 
gesehen, Da nuu ab ^ ab' sin oj ist, so geht (1) über in: 

(2) J = %ab' sinro. 

Aufg. 1. Bestimme den Inhalt einer Ellipse aus dem 
Halbparameter p und der aumerischeu Exzeutrizitüt £. 

Aufg. 2, Bestimme den Inhalt einer Ellipse aus der 
grofsen Achse und der numerischen Exzentrizität. 

Aufg. 3. Teile, von der grofsen Achse ausgehend, die 
Ellipse in 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 inhaltsgleiche Teile. 

Aufg. 4. Löse dieselbe Aufgabe von einem beliebigen 
Halbmesser ausgehend. 

Aufg. 5. Berechne die Achsen und den Inhalt der Ellipse, 
für welche die beiden gleich grofsen konjugierten Durchmesser, 
deren Länge 2a' sei, unter 45° gegen einander geneigt sind. 
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Fünftes Kapitel. 
Die Hyperliel. 

§ 54. Definition und Gleichung. 

Die Hyperbel ist der Ort aller Punkte, für welche 
die Differeuz der Abstände von zwei festen Punkfcpn 
konstant ist. 

Die beiden festen Punkte F nnd F' nennt man die 
Brennpunkte, ihren halben Abstand die Exzentrizität der 
Hyperbel. Die von irgend einem Punkte P der Hyperbel 
nach den Brennpunkten gezogenen Strahlen heifsen Brenn- 
strahlen. 

Um die Gleichung der Hyperbel abzuleiten, wüblen wir, 
wie bei der Ellipse, FF' als fl;-Achse und den Mittelpunkt 
von FF' als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems. Es sei FF'= 2c, PF= r, PF'= r und die kon- 
stante Differenz der beiden Breiinstrahlen r und )' gleich 2a. 
Aus FF'— FF < FF' folgt dann, dafs a<c sein mufs. 
Nun ist: 



Man erhält daher als Gleichung der Hyperbel: 



(1) yii-xf + ,j'-\q^+^y + f^2a. 

Wie bei der Ellipse findet mau durch zweimaliges Qua- 
drieren hieraus: 

x-{a° — t-) -|- !/"«" — fl^(«" — c') = 0, 
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welche Gleichung sogar geaau mit der entsprecheudert Ellipsen- 
gleicliuDg übereinstimmt. Da aber bei der Hyperbel ö < c 
ist, müssen wir jetzt die Abkürzung: 
{2} c^ — ß" = b^ 

benutzen und erhalten dann nach Division mit a^h^ die Glei- 
chung der Hyperbel in der Form: 

Wie bei der Ellipse schliefsen wir aus dem Umstände, 
dafs die Gleichung nur die Quadrate von x und 1/ enthält, auf 
die Symmetrie der Hyperbel in Bezug auf die Koordinaten- 
achsen. Während aber bei der Ellipse jede durch den An- 
fangspunkt gehende Gerade y ^^ fix die Kurve in zwei 
reellen, zu symmetrisch gelegenen Punkten traf, begegnen 
wir bei der Hyperbel einer bemerkenswerten Abweichung. 
Auch liier erhält man zwar (indem man in (3) fta; an die 
Stelle Yon y setzt) für die Äbscissen der Schnittpunkte zwei 

entgegengesetzt gleiche Werte, nämlich: x ^ ^---- ■ 

aber diese sind nur dann reell, wenn J" — ß^jt^ > 0, d. h. 
wenn fi, absolut genommen, kleiner als - - ist. Konstruiert 
man daher durch die beiden zu den Achsen symmetrisch 

gelegenen Geraden y ^ -{- —x und 1/^ x, so werden nur 

diejenigen Geraden die Hyperbel in reellen, zu symmetrisch 
gelegeneu Punkten treffen, welche in demselben Winkelraume 
liegen wie die a^-Achae; diejenigen Geraden aber, welche den 
andern Winkelraum durchschneiden, haben keine reellen Punkte 
mit der Hyperbel gemein. 

Man uenut jede durch hindurchgehende Gerade einen 
Durchmesser der Hyperbel, unterscheidet dann aber, je 
nachdem die Schnittpunkte mit der Hyperbel reell sind oder 
nicht, zwischen reellen oder Hauptdurchmessern und 
imaginären oder IS'ebendurch'messero. 

Der Punkt heifst der Mittelpunkt der Hyperbel. 

Aus der nach y aufgelösten Gleichung der Hyperbel: 

(4) 
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erkennt man, dafs y nur dann reelle Werte erhält, wenn x, 
absolut geuommen, gröfser als a ist. Legt man daher dureh 
die beiden Punkte x ^ -\- a und x = — a der a:-Achse zwei 
Parallelen zur y-Äclise, so finden sicli innerhalb dieses Parallel- 
streifens keine Punkte der HyperbeL Für x •= +a wird 
)/ ^ 0, die Hyperbel trifft daher die a:-Achse in zwei Punkten 
Ä, Ä', deren Entfernung gleich 2a ist, und die folglich 
zwischen den beiden Brennpunkten sich befinden. Die 
Punkte A, Ä' heifsen die Seheitel, ihre Verbindungslinie die 
Hauptachse der Hyperbel. 

Läfst man x von a: ^ a an wachsen (die Symmetrie der 
Hyperbel gestattet die Beschränkung der Diskussion auf posi- 
tive Werte von x), so nimmt auch y immer grössere Werte 
an, Füra^^c erhält man die beiden entgegengesetzt gleichen, 
zum Brennpunkte F gehörigen Ordinaten +— . Auch hier 
setzt man zur Akürzung: 
(5) P-'i 

und nennt j} den Halbparameter der Hyperbel. 

Läfst man X ül5er alle Grenzen waeiisen, so wächst auch 
p über alle Grenzen. Dabei zeigt sich aber ein merkwürdiges 
Verhalten. Schreibt man nämhch (4) in der Form: 

und berücksichtigt, dafs hei wachsendem x der Quotient — 
sich immer mehr der Null nähert, so ergiebt sieh, dafs die 
beiden, zu demselben x gehörigen, entgegengesetzt gleichen 
Ordinaten der Hyperbel sich immer weniger und weniger unter- 
scheiden -von den beiden, zu dem gleichen x gehörigen Ordi- 

naten y = -x und !/■= x, welche den oben besprochenen 

geraden Linien zukommen. Es wird daher {indem wir uns 
für den Augenblick auf den ersten Quadranten allein beschrän- 
ken) die zu einem x gehörige Ordiuatendifferenz PK mit wach- 
senden X immer kleiner und kleiner werden, sodafs sich der 
Hyperbelast immer mehr und mehr der Geraden y = — x 
nähert, ohne sie jedoch jemals zu erreichen. 
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Nach allem diesem erhalten wir jetzt f'olgecde Vorstellung 
von dem Verlaufe der Hyperbel. Dieselbe besteht aus zwei 
vollständig von einander getrennten, zur y- Achse symmetrisch 
gelegenen Teilen, Der eine Teil liegt rechts von der Geraden x=^a 
und vollständig eingeschlossen von den beiden symmetrisch 

zur a:- Achse gelegenen Geraden y ^ •{ x und y = x. 

Er beginnt in dem Punkte « = « der fl;-Achse und steigt 
symmetrisch zu der letzteren nach beiden Seiten auf, sich 
immer mehr und mehr jenen beiden Geraden anschliefsend, 
ohne dieselben jedoch wirklich zu erreichen. Einen analogen 
Verlauf nimmt der zweite Teil der Hyperbel, der vom Punkte 
X ^ — a der 3;-Ächae an aufsteigend sich ebenfalls immer 
mehr und mehr jenen beiden Geraden anschlicfst. Man nennt 
diese die Asymptoten der Hyperbel; ihre Gleichungen sind: 
,~-, h , b 

(0 y^'d'- "'''^ y ==~"^^' 



(8) „ -V = "-<! „ +-^=0- 

Für b = a stehen die beiden Asymptoten aufeinander 
sei;krecht, ihre Gleichungen lauten dann einfacher x — J/ = 
und X -{- y ^ 0. Mau nennt diese spezielle Hyperbel, deren 
Gleichung sich in der Form x^ — y^ = a^ darstellt, eine gleich- 
seitige. 

Äufg. 1. Man konstruiere die Hyperbel, für welche a^2, 
c = 3 ist. 

Aufg. 2. Zeige, dafs jede Parallele zur Hauptachse die 
Hyperbel in zwei reellen Punkten trÜft. 

Aufg. 3. Finde die Brennpunkte der Hyperbel: 



und zeichne ihre Asymptoten. 

Aufg. 4. Wie heilst die Gleichung der Hyperbel mit 
der Hauptachse 2a und dem Halhparameter p? 

Aufg. 5. Bestimme die Endpunkte der durch y ^ ^x 
und y ^ — (IX dargestellten Durchmesser und diskutiere das 
llesultat. 
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Aufg, 6. Berechne und konstruiere aus je zweien der 
vier Grörscn a, i, c, p die beiden andern. (Beaclite § 40, 
Aufg. 9.) 

Aufg. T. Bei der Ellipse ist stets a > &. Bestellt diese 
Bedingung auch bei der Hyperbel? 

Aufg. 8. Von einer Hyperbel kennt man die Asymptoten 
und die Scheitel. Man konstruiere die Brennpunkte. 

Aufg. 9, Welche Kur?e wird durch die Gleichung: 



§ 55. Polargleichimg der Hyperbel, bezogen auf den 
Mittelpunkt. 

Ein beliebiger Punkt P der Hyperbel: 

habe die rechtwinkligen Koordinaten x, y und die Polar- 
koordinaten )■, n. 

Setzt man alsdann in (1); 
{'2) x = r cosi(, y ^ '>' sin ii , 

so erhält man die auf den Mittelpunkt bezogene Polar- 
gleichung der Hyperbel: 

die man auch in der Form: 

-,-. ,s ^ a'b^ 

schreiben kann. 



Berücksichtigt man sin^K = 1 — cos-^t und rr^ 4" ''^ = ^^ 
so erhält man hieraus: 

Man bedient sich, wie bei der Ellipse, der Bezeichnung 

(6) -^ = £, {E>i), 
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und iieunt, im Gegensatze zu der iineareu Exzeutrizität c, 
die Grörse e die numerische Exzentrizität. Die Polar- 
gleichung der Hyperbel nimmt jetzt die Form an: 

trelclie sich Jiur durch das Vorzeichen von der entsprechenden 
Ellipsengleichung unterscheidet (§ 41). 

Aus (5) ersieht man, dafs der Halbmesser r für m = 
seinen kleinsten Wert, nämlich a, erhält und dafs r mit 
wachsendem u ebenfalls zunimmt. Während aber bei der 
Ellipse )■ immer endlich bleibt, wächst bei der Hyperbel der 
Halbmesser über alle Grenzen, je mehr sich n dem durch die 
Gleichung: 

t- cos-i( — ft^ = 0, 
oder 

(8) h' cos* a — a' sin^ u = 

definierten Werte von « nähert. Läfst man daher w von « =0 
an wachseu, so wird r unendlich grofs, sobald: 

(9) tS«-| 

wird. Kimmt u weiter zu, so wird r^ negativ, also r ima- 
ginär, bis: 

(10) 'g»--v 

geworden ist. Für diesen Wert wird r wieder unendlich 
grofs und nimmt dann mit wachsendem u allmählich ab, bis 
es für n = 180" wieder den kleinsten Wert, nämlich a, 
erreicht. 

Da durch (9) und (10) die Asymptoten bestimmt werden, 
so sieht man, dafs diese als Durchmesser zu bezeichnen 
sind, welche die Hyperbel im Unendlichen treffen. 

Die beiden Asymptoten der Hyperbel trennen die Durch- 
messer mit reellen Schnittpunkten — ■ die Hauptdurchmesaer — 
voa denen, welche keine reellen Schnittpunkte ergeben — den 
Nebendurchmessern — . Zu den letzteren gehört insbesondere 
die )/■ Achse. Es ist nun für manche Untersuchungen vorteil- 
haft, auch diesen Nebendurchmessern in folgender Weise eine 
bestimmte Länge beizumessen. Für einen Nebendurchmesser 
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ist r^ = -^ - - g ■ ■■ ■ , — eine negative Gröfse. Man kanu 



daher vom Anfangspunkte aus auf dem zu u gehörigen Neben- 
durchmesser vorwärts und rückwärts die Strecke Q^y — r'' 
abtragen und gelangt so zu zwei ganz bestimmten, zu sym- 
metrisch gelegenen Punkten Q und Q'. Für einen jeden dieser 
Punkte gilt dann die Gleichung: 

und folglich (Gl. (3)): 

(11) ^=-!^-T^"- 

Führt man aber für p cos u und p sin u die rechtwinkligen 

Koordinaten x und y von Q ein, so geht 1_11_) über in: 

(12) '; -::=!■ 

Daraus folgt, dafs der Ort der Punkte Q und Q' ebenfalls 
eine Hyperbel ist. Die Hauptachse derselben fällt in die 
j/-Ächae, ihre Scheitel jß und Fi«, is. 

B' sind vom Mittelpunkte ' -^ | ^'y^X 

um h entfernt und ihre Exzen- \\ "-- 1 --'''■'' ■''' 

trizität ist gleich]/«^ -j-?!^, d.h. 

gleich derjenigen der gegebe- 

beneu Hyperbel. Dadurch ist 
die zweite Hyperbel vollstän- 
dig bestimmt. Sie wird die 
konjugierte Hyperbel der 
gegebenen genannt. Man nennt 

überdies SB' die Nebenaehse der gegebenen Hyperbel und 
dementsprechend AÄ' die Nebenaehse der konjugierten. 

Konjugierte Hyperbeln haben dieselben Asympto- 
ten und stehen in der Beziehung zu einander, dafs die 
Nebendurchmesser der einen die Haupt durchmesser 
der andern sind. 

Aufg. 1. Entscheide, ob der zu der Geraden: 
2x-ly+ 1=0 
parallele Durchmesser der Hyperbel o- ^ ^ ^ 1 ß'" Haupt- 
durchmesser oder ein Nebendurchraesser ist. 
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Aufg. 2. Berechne die numerische Exzentrizität der Hy- 
perbel ^ — |- = 1 ■ 

Aufg. 3. Beweise die Gleichungen: 

■WO 2) den Halbpa-ramüter bedeutet. 

Aufg. 4. Drücke h, c, p durch a und i aus. 

Aufg. 5. Welchen Wert hat e für die gleichseitige Hy- 
perbel? Welches ist die konjugierte Hyperbel derselben? 

Aufg. 6. Berechne den Asymptotenwinkel w aus der 
numerischen Exzentrizität. Man findet: 

cos ^ ^ , sin „ = etc. 

Aufg. 7. Beweise, dafa zwei Hyperbeln mit derselben 
numerischeu Exzentrizität einander ähnlich sind. Beachte ins- 
besondere die Gleichheit der Asymptotenwinkei. 

Aufg. 8. Es sei r ein reeller Halbmesser einer Hyperbel 
und r der dazu senkrechte reelle Halbmesser der konjugierten 

Hyperbeh Beweise die Gleichung --^ — ~i = ~~i — T^ (§ ^^)' 

Aufg. 9. Beweise, dafs die gemeinsamen Asymptoten 
zweier konjugierter Hyperbeln die Diagonalen des durch die 
Scheitel Ä, A', B, B' bestimmten Rechtecks sind. 

Aufg. 10. Zeige, dafs die vier Brennpunkte zweier kon- 
jugierter Hyperbeln auf einem um beschriebenen Kreise liegen. 
Aufg. 11. Beweise mittels des Ausdrucks: 

dafs die Hyperbel alle Punkte der Ebene, für welche: 

positiv ist, von denen trennt, für welche dieser Ausdruck 
negativ ist. Zu welchem Gebiete gehören Mittelpunkt und 
Brennpunkte? 
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§ 56. Die Hyperbel und die Gerade. 
Um die Schnittpunkte der Geraden: 

(1) y - r' + « 

mit der Hyperbel: 

(2) S-S-1 

zu bestimmen, setze man den durch (1) gelieferten Wert von 
y in (2) ein. Man erhält dann die quadratische Gleichung: 
(3) x^i)? — ßVO ~ 2y,na^x — a^(h^ + n^) = 0. 

Bezeichnet man die beiden Wurzeln derselben mit x^ und x^ 
und berechnet aus (1) die zugehörigen j/j und y^, so folgt 
zunächst, dafs die Hyperbel, ebenso wie die Ellipse, 
von jeder Geraden in zwei Punkten geschnitten wird. 
Die Realität derselben hängt von dem Vorzeichen der Dis- 
kriminante ab, die sich in der Form a^h^l^n^ ■{- h^ — t**?*^) 
darstellt. Je nachdem dieser Ausdruck positiv, Null, oder 
negativ ist, sind die Wurzeln von (3) reell und verschieden, 
reell und zusammenfallend, oder imaginär. Nehmen wir zu- 
nächst an, es sei h^ — a^(i? > 0, d. h. ^* < ^ . Dann ist die 
Gerade (1) einem Hauptdurchmesser parallel, und die Dis- 
kriminante zeigt, dafs dann allemal zwei reelle und von 
einander verschiedene Schnittpunkte existieren. Sind 
die Abseissen derselben x^ und x^, so folgt aus (3), dafs X-^^x^ 
negativ ist, dafs also die Schnittpunkte auf verschiede- 
nen Seiten der j/-Achse liegen, d. h. dafs die Gerade beide 
Hyperbeläste trifft. 

Ist h^ — a^n'^ < 0, d. h. /t^ > — , so läuft die Gerade (1) 
einem Nebendurchmesser parallel, und die Schnittpunkte 
sind reell und verschieden, reell und zusammenfal- 
lend, oder imaginär, je nachdem Ji^^a^ft^ — i)^ ist. 
Im ersteren Falle liegeu dann aber die beiden Schnittpunkte 
stets auf demselben Hyperbelaste, da, wie Gleichung (3) 
zeigt, das Produkt x^Xi positiv ausfällt. 

Ist endlich }/ — a^fi- = 0, also ;i^ = — ;, so ist die Ge- 

Cauter u, Rudio, analyt. Geom. d. Ebena. S. Ai.fl. 9 
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rade einer der beiden Asymptoten parallel. In diesem Falle 
reduziert sieh die quadratische Gleichung (3) auf die lineare: 
(4) 2{>.nx + ^-^ + n^ = 0, 

welche eine eiazige Wurzel: 

® — -'^„- 

liefert. 

Eine jede zu einer der Äsyraptoten paralle Gerade trifft 
daher die Hyperbel scheinbar in nur einem Punkte, welcher 
ins Unendliche rückt, wenn anfser b^ — a^fi,^ = auch noch 
» ^0 ist, d. h, wenn die Gerade (1) mit einer der beiden Asym- 
ptoten zusammenfällt. 

Man kann den durch b^ — a^fi^^O charakterisierten Fall 
aber noch in anderer Weise deuten. Betrachtet man nämlicb 
in einer quadratischen Gleichung Ax^ -j- 2Bx -\- C = die 
Koeffizienten Ä, B, C als veränderliche Gröfsen und bringt 
die beiden Wurzeln: 

- B-\-yB' — AV ^ (— £ + V' ^^^TX d) {b + yB' — AC) 
^ ^ A ~ AiB + yW^^ÄG) 

und: 

_- — B — Vh^ — AG _ (- B —\'B'- — AC )(B - VB ^^^AlJ) 
^~ A ~ a(b — YB'- — AG) 

auf die Form: 



' S + YB' — AG' B — ys^ — AG 

so erkennt man, dafs für A = die Wurzel x^ unendlich 
grofs wird, während x^ den Wert -^r" annimmt. Wird dann 
auch noch .B ^ 0, so erhält man auch für a^i einen unendlich 
grofsen Wert, und es sind dann die beiden Wurzeln «, und x^ 
einander gleich, da die Diskriminante B^ — ACiQx A=^ B^O 
Tersehwindet. Man kann dies so ausdrücken: Verschwindet 
in der quadratischen Gleichung: 

Ax^-\-2Bx + C = 
der Koeffizient A, während B von Null verschieden 
ist, so hat die quadratische Gleichung eine endliche 
und eine unendlich grofse Wurzel. Verschwinden A 
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und B gleichzeitig, so sind beide Wurzeln einander 
gleich und unendlich grofs. 

Wendet man diese Betrachtungen auf die quadratische 
Gleichung (3) für den Fall b^ — a^fi^^O an, so erkennt man, 
dafs dieselbe eine endliche und eine unendlich grofse Wurzel 
besitzt, so lange n von Null verschieden ist. Sobald aber 
« = wird, werden beide Wurzeln einander gleich und un- 
endlich grofs, d. h.: 

Jede zu einer Asymptote parallele Gerade trifft 
die Hyperbel in einem im Endlichen gelegenen und 
in einem unendlich fernen Punkte. Die beiden Asymp- 
toten selbst schneiden die Hyperbel in zwei zusam- 
menfallenden unendlich fernen Punkten und sind die 
einzigen Geraden dieser Art. 

Dem entsprechend hat man die im ersten und im dritten 
Quadranten und ebenso die im zweiten und im vierten Qua- 
dranten befindlichen Hyperbeläste als im unendlich fernen 
Punkte der betreffenden Asymptote zusammenhängend anzu- 
sehen. Die Hyperbel hat also zwei unendlich entfernte Punkte, 
und die beiden Asymptoten sind als die Tangenten der Hy- 
perbel in diesen unendlich fernen Punkten zu betrachten, in- 
sofern eine jede von ihnen mit der Hyperbel zwei zusammen- 
fallende Punkte gemein hat. 

Aufg. 1. Bestimme die Schnittpunkte der Geraden; 
7^-37/ + 2 = 
mit der Hyperbel T ~ ^ ^ ■'■■ 

Aufg. 2. Welche Beziehung mufs zwischen A, B, C 
stattfinden, damit die Gerade Ax -\- By -\- C ^ die Hyperbel 
^ — -p = 1 berührt? Übertrage Aufg. 6 und 7, § 4.5, auf 

die Hyperbel. 

Aufg. 3. Zeige, dafs der Ort der Schnittpunkte zu ein- 
ander senkrechter Tangenten der mit dem Radius "[/«^ — 6^ 
um den Mittelpunkt der Hyperbel beschriebene Kreis ist 
(§ 48, Aufg. 6). 

Aufg. 4. Giebt es Tangenten, die einem Hauptdurch- 
messer parallel laufen? 
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Aui'g. 5. luuerliaib welcher Grenzen bewegen sich die 
Eicbtungskoeffizienten sämtlicher Tangenten einer Hyperbel? 

Aufg, 6. Ist b^ — a^(i^ < 0, so gehören zu jedem ji zwei 
parallele Tangenten, deren Gleichungen: 

y ^ fi-x +y a^ji^ — b^ 
sind. Ermittle ihre Berührungspunkte. 

§ 57. Konjugierte Darclunesser. 
Angenommen die Gerade; 
(1) y^nx + n 

treffe die Hyperbel: 

(2) S-S-i 

in zwei reellen Punkten P, und P^, so sind die Abseiasen x^ 
nnd iCg derselben die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

(3) x^(b^ — «V') — 2iina^x — a^Q?^ + n') = 0. 

Für die Abaeisse x des Mittelpunktes der Sehne P^P^ hat man 
daher: 

Setzt man diesen Wert in (1) ein, so erhält man die Ordinate 

des Mittelpunktes von P^P^, nämlich: 

,-. «&' 

(o) y = j^-^ — p^ ■ 

Aus (5) und (4) folgt aber durch Division: 

eine Gleichung, welche n nicht mehr enthält und welche folg- 
lich zwischen den Koordinaten des Mittelpunktes einer jeden 
zur Geraden (1) parallelen Sehne besteht. Da aber (6) einen 
Durchmesser darstellt, so gilt der Satz: 

I. Die Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Hy- 
perbel liegen auf einem Durchmesser. 

Setzen wir fi = tgft, — ; = tg^f so besteht also zwischen 
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den Ri ch tu ngsko effizienten der parallelen Sehnen einerseits 
und des Ortes ihrer Mittelpunkte andererseits die Beziehung: 

(7) tsa.tgß = ^, 
oder: 

(8) c5i^P_«,^^o. 

Die Symmetrie dieser Gleichungen in Bezug auf cc und ß 
lehrt, daCs, wenn die parallelen Sehneu unter dem Winkel ß 
gegen die a:-Achse geneigt sind, umgekehrt der Neigungs- 
winkel des sie halbierenden Durchmessers gleich a sein mufs. 
Zwei Durchmesser, deren Eichtungskoeffizienten der Gleichung 
(7) genügen, heifsen konjugierte Durchmesser. Da zu 
jedem Durchmesser aus (7) ein konjugierter gefunden werden 
kann, so folgt; 

II. Es giebt unendlich viele Paare von Durch- 
messern, in Bezug auf welche die Hyperbel in dem 
Sinne symmetrisch ist, dafs jeder der beiden Durch- 
messer eines solchen Paares die Sehnen halbiert, die 
dem andern parallel sind. Das Produkt der Rich- 
tungskoeffizienten zweier konjugierter Durchmesser 
ist konstant. 

Da tg« und tg^ immer dasselbe Zeichen haben, so sind 
a und ß entweder beide spitz oder beide stumpf. Für « ^ 
ist ß^QO", wächst a, so nimmt ß ab. Solange tgK< — 
ist, mufs tg^>— sein. Wird tg« = — , so wird auch 
tgß = |-, d. h.: 

III. Zwei konjugierte Durchmesser durchschnei- 
den stets denselben Quadranten. Ist der eine ein 
Hauptdurchmesser, so ist der andere ein Nebendurch- 
messer; dreht sich der eine im positiven Sinne, so 
kommt ihm der andere im negativen Sinne entgegen. 
Die Hauptachse und die Nebenachse sind die ein- 
zigen auf einander senkrecht stehenden konjugierten 
Durchmesser. Jede Asymptote ist aufzufassen als ein 
Paar zusammengefallener konjugierter Durchmesser. 
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Aufg. 1, Konstruiere die Acliseii einer gezeichnet vor- 
liegenden Hyperbel (§ 43). 

Aufg. 2. Beachte, dafs bei der Hyperbel zwei Paare 
konjugierter Durchmesser sich gegenseitig nicht trennen, wäh- 
rend dies hei der Ellipse stets der Fall ist. 

Aufg. 3. Bei der Ellipse gab es einen Spezialfall, den 
Kreis, bei welchem je zwei konjugierte Durchmesser auf ein- 
ander senkrecht stehen. Existiert ein solcher Spezialfall auch 
für die Hyperbel? 

Aufg. 4. Es sei («j, y^ ein Punkt der Hyperbel, also 
xy^ — yXi = die Gleichung des zugehörigen Durchmessers. 
Beweise, dafs der konjugierte Durchmesser die Gleichung: 



besitzt. Bestimme hieraus die Koordinaten seiner Schnitt- 
punkte mit der konjugierten Hyperbel. Man findet + -t- )/, 
und + — Äi- 

Aufg. 5. Es seien a' und V zwei konjugierte Halb- 
messer. Um die Vorstellungen zu fixieren, nehmen wir an, 
sie seien beide im ersten Quadranten gelegen. Sind dann a:,, y^ 
die Koordinaten des Endpunktes von a, so sind (Aufg. 4) 
-jryi, — % die Koordinaten des Endpunktes von h'. Beweise 
hieraus die Relation d^ — V^ = a} — h^ (vergl. § 48). 

Aufg. 6, Beweise, dafs der Inhalt des durch a' und h' 
bestimmten Dreiecks {% 10) gleich ^«fc, also konstant ist. 

Aufg. 7. Der von d und V eingeschlossene Winkel — 
der sogenannte Konjugationswinkel — sei <a. Zeige, dafs: 

a'V sin tij = aJ) 
ist. 

Aufg. 8. Zeige, dafs, wenn d wächst, auch V wachsen 
mufs und dafs dann der EonjugationawJnkel abnimmt. In den 
Asymptoten fallen o' und V zusammen; la ist dann Null, und 
d und h' sind unendlich grofs. 

Aufg. 9. Giebt es auch bei der Hyperbel gleich grofse 
konjugierte Durchmesser? 

Aufg. 10. Zeige, dafs die Asymptoten der Hyperbel 
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infallen mit den beiden gleichen kon- 



jugierten Durchmessern der Ellipse ~ + vf = 1 (§ 48). 

Aufg, 11. Löse die Aufgaben 4 bis 10 speziell Tiir die 
gleichseitige Hyperbel. Zeige, daXs für diese stets « + ^=90" ist. 

§ 58. Die Gleiehiing der Hyperbel, bezogen auf zwei 
konjugierte Durchmesser als schiefwinklige Koordinatenachsen. 

Unter dem Winkel a gegen die 3:-Ächse werde ein Haupt- 
durchmesser gezogen. Seine Länge sei 2a. Der unter dem 
Winkel ß gegen die «-Achse geneigte konjugierte Nebendurch- 
messer hat dann ebenfalls eine bestimmte Länge 2&' und es 
ist (§ 55); 

Wählt man jetzt die beiden Durchmesser als «'-Achse, 
reap. y'- Achse eines nenen schiefwinkligen Koordinatensystems, 
so erhält man durch genau dieselbe Rechnung wie bei der 
Ellipse: 

als Gleichung der Hyperbel, bezogen anf die kon- 
jugierten Durchmesser 2a' und 2b'. 

Aufg. Beweise, dafs für die gleichseitige Hyperbel, wegen 
a ^b, « + 1^ ^ 90", fl'= h', stets die Gleichung: 

x'^ — y'^ = a'' 
gilt, für je zwei konjugierte Durchmesser als Koordinatenachsen. 

§ 59. Die Tangente in einem Punkte der Hyperbel. 
Die auf die beiden koujngierten Durchmesser 2a' und 2&' 
bezogene Gleichung der Hyperbel sei: 

Betrachten wir, wie früher, die Tangente in einem Punkte 
P^ der Hyperbel als die Grenzlage der Sekante P1P3, wenn 
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P^ mit -Pi zusammeugefalleii ist, so erhalten wir durch genau 
dieselbe Rechnung, die wir bei der Ellipse ausführlich ent- 
wickelt haben, indem wir einfach überall h'^ mit — V^ ver- 
tauschen, als Gleichung der Tangente im Punkte P,: 

Aufg. 1. Bringe die auf die Hauptachse bezogene Tan- 
genten gleiehung ^ — ^"^^ ^^^ "^'^ Normalform. Berechne 
den Abstand des Mittelpunktes und der Brennpunkte von der 
Tangente im Punkte (a^, , i/j). 

Aufg. 2. Beatimme die Achsen abschnitte der Tangeute 
-1. 



_ yy.!- - 



Aufg. 3. Führe die ganze im § 56 besprochene Unter- 
suchung durch, unter Voraussetzung der auf konjugierte Dureh- 
messer belogenen Gleichung —r^ — -p^ ^ 1 der Hyperbel, Zeige 
insbesondere, dafs für V^ — a'^^^^0 die Gerade j/ = ^a; + » 
die Hyperbel in einem im Endlichen und in einem im Unend- 
lichen gelegenen Punkte trifft. Leite daraus weiter ab, dafs, 
bezogen auf jedes Paar konjugierter Durchmesser, die Glei- 
chungen der beiden Asymptoten: 

A 4- -^-. = und ii — -f = 
sind. 

Aufg. 4. Transformiere (§ 58) die auf rechtwinklige 
Achsen bezogenen Asymptoteagleichungenr 

auf die konjugierten Durchmesser 2m' und 2ö' und verifiziere 
dadurch die Behauptung der vorhergehenden Aufgabe, 

Aufg. 5. Beachte, dafs das Produkt der beiden Asymp- 
totengleichungen sich in der Form —^ — ^ ^ darstellt und 
dafs daher die in der vorhergehenden Aufgabe geforderte 
Transformation schon im § 58 gelöst ist. 

Aufg. 6. Beweise, dafs die Asymptoten die Diagonalen 
des Parallelogramms sind, welches man erhält, wenn man 
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durch die Endpunkte zweier konjugierter Durchmesser Paral- 
lelen zu diesen zieht (Verallgemeineruug von Aufg. 9, § 55). 

Aufg. 7. Von einer Hyperbel kennt man, nach Lage und 
Gröfse, zwei konjugierte Durchmesser 2a' und 26'. Konstruiere 
die Asymptoten und die Achsen. 

Aufg. 8. Bringe die Gleichung der Tangente auf die 

Form u ^ — xV 14- —,-■ und leite daraus die Glei- 

chungen der beiden Asymptoten (als Tangenten der beiden 
unendlich fernen Punkte) ab. 

§ 60. Tangenten und Durchmesser. 



Ersetzt man in dem gleichnamigen, auf die Ellipse be- 
züglichen Paragraphen 46 überall h'^ durch —h'^, so wird man 
durch genau dieselbe Rechnung zu den folgenden Sätzen ge- 
führt: 

I. Die Tangenten in den Endpunkten eines Durch- 
messers sind dem konjugierten Durchmesser und folg- 
lieh auch einander parallel. 

IL Zwei beliebige Tangenten der Hyperbel tref- 
fen sieh stets in eiuem Punkte desjenigen Durch- 
messers, welcher die Verbindungslinie ihrer Berüh- 
rungspunkte halbiert. 

Benutzt man die gleiche Bezeichnung wie in § 46, so 
lehrt auch bei der Hyperbel die Gleichung OT^ = — , dafs 
die Punkte Q, Q', M^, T^ harmonische Punkte sind. 

IIL Die zu irgend einem Paare Supplementär- 
sehnen parallelen Durchmesser sind konjugiert, 

IV. Die Diagonalen eines jeden der Hyperbel umge- 
schriebenen Parallelogramms sind konjugierte Durch- 
messer. 

Dabei ist unter einem umgeschriebenen Parallelogramm 
ein solches zu verstehen, dessen Seiten die Hyperbel berühren. 

Bezieht man endlich die Hyperbel auf einen beliebigen 
Durchmesser 2d als a:-Achse und die in dem eineu Endpunkte 
von 2a' konstruierte Tangente als ?/-Achse, so erhält man, wie 
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bei der Ellipse, indem man in der Hyperbelgleichung y un- 
geänderfc iäfst und z durch x ~\- a' ersetzt, die Gleieliuüg: 

(1) y'-2^a: + ^,x'. 

Für den Fall rechtwinkliger Koordinaten hat man a'^a, 
h'^b, — =p und erhält daher als Scheitelgleiehung: 

(2) ,f -2px + ^ X--. 

Aufg. 1. Ist S der Abstand des Mittelpunktes von 
der Tangente im Punkte P, ist ferner OF = a und der kon- 
jugierte Halbmesser OQ = b', so ergiebt sich aus dem Drei- 
ecke OFQ (§ 57, Aufg. 6) die Relation: S = ~. Beweise 
hieraus den in § 56, Aufg. 3 enthaltenen Satz. 

Aufg. 2. Konstruiere in den Endpunkten eines Durch- 
messers die Tangenten an die Hyperbel und in den Endpunkten 
des konjugierten Durehmessers die Tangenten an die kon- 
jugierte Hyperbel und zeige, dafs das so entstehende Parallelo- 
gramm konstanten Inhalt hat. 

§ 61. Die Asymptoten als Koordlnatenaehsen. 
Von den beiden symmetrisch zu den Achsen gelegenen 
Asymptoten der Hyperbel: 

(1) 5-?:-i 

scbliefse die durch den ersten Quadranten gehende mit der 
fl;-Ächse den Winkel (p ein; dann bildet die andere Asymptote 
mit der a;-Ächse den Winkel — tp. Wählt man diese letztere 
Asymptote zur «'-Achse, die erstere zur y'-Achse eines schief- 
winkligen Koordinatensystems, so gelten für den Übergang von 
dem alten rechtwinkligen zu diesem neuen schiefwinkligen 
Systeme die Transformationsformeln: 

x^(x + y')cos^ 
^ y^ (—«'+»/') sin g>, 

welche man erhält, wenn man in den entsprechenden Formeln 
von § 15 a und ß resp. durch —rp und ip ersetzt. Führt man 
aber (2) in (1) ein und berücksichtigt die Gleichungen: 
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(öj tg qo = — , cos 9 ^ — , sm 95 = — j 

so erhält man die auf die Asymptoten, als Koordi- 
naten ach ae 11, bezogene Gleichung der Hyperbel; 

Das System der beiden Asymptoten ist immer ein schief- 
winkliges, mit Ausnahme der gleichseitigen . Hyperbel, bei 
welcher die Asymptoten auf einander aenkreebt stehen. 

Anfg. 1. Für den Aaymptoteuwinkel iv = 2ip ist 
sinw = -^-> Beweise daraus, dafs der Flächeninhalt des 
Parallelogramms, welches ein beliebiger Hyperbelpunkt mit 
den beiden Asymptoten bestimmt, konstant und gleich — ist. 

Aufg. 2. Bestimme die Abschnitte, welche die Tangente 
in einem beliebigen Punkte mit den Asymptoten bildet, und 
gründe darauf eine Tangentenkonstruktion. 

Aufg. 3. Beweise aus (4), dafs die Hyperbel sich den 
Asymptoten immer mehr und mehr nähert, ohne sie je zu 
erreichen. 

Aufg. 4. Wende die Gleichungen (2) auf — r — ^ ^ 1 
an. Man erhält alsdann -z — ; + -^^ = 1 als Tangen tengl eich unc. 
bezogen auf die Asymptoten [x', y; xl, y^ bedeuten die 
neuen Koordinaten der Punkte x, y; x^, y^. 

Aufg. 5. Zeige, dafs die Gleichung 

M+_b _ ^ _ ad-bc 1 



y = -^ 



eine Hyperbel darstellt, deren Asymptoten den Koordinaten- 
achsen parallel sind. 

§ 62. Beziehungen zwischen den SeJuien uad Tangenten einer 
Hyperbel und ihrea Asymptoten. 
Die auf die A symptoten bezogene Gleichung der Hyperbel sei : 
(1) ä=9 = x- 
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Um die Schiiittpuükte der Geraden: 

(2) f + 7 - ' 

mit der Hyperbel zu bestimmen, berecbnen wir aus (1) 
etwa y und fübren diesen Wert in (2) ein. Man gelaugt 
Fig. 4S. dann zu der quadratischen 

Gleichung: 

(3) 4qx^ — ipqx + c^p = 0, 
deren Diskriminante gleich 
- 4pq(j,q — c-) ist. 

Die Wurzeln und damit 
auch die Schnittpunkte der 
Geraden mit der Hyperbel sind 
daher immer reell und von 
einander verschieden , sobald 
p und q entgegengesetztes Zeichen haben oder sobald, hei 
gieicben Zeichen von p und g, das Produkt pq > c^ ist. 

Bezeichnet man für diesen Fall die beiden reellen Schnitt- 
punkte mit Sj und S2, ihre Koordinaten mit a^^, i/j und x^, Jf2> 
so erhält man aus (3) für die Koordinaten x = ^^—z — - j 

j/=-'-~^^- des Mittelpunktes der Sehne S^S,^ die Werte: 

Dies sind aber auch die Koordinaten des Mittelpunktes des 
zwischen den Koordinatenachsen, d. h. den Asymptoten be- 
findlichen Stückes der Geraden (2), und es gilt daher der Satz: 

I. Sehneii3et eine Gerade die Hyperbel in den 
Punkten i9j und S^, ihre Asymptoten in den Punkten 
Ti und T^, so ist der Mittelpunkt der Sehne S^S^ zu- 
gleich der Mittelpunkt des Segmentes T^T^, und es ist 
daher S,T, =^ S^T^ und S^T2=^S^T^. 

Dieser Satz gestattet eine einfache Konstruktion der 
Hyperbel, wenn man ihre Asymptoten und einen Hyperbel- 
punkt Äj kennt. Man ziehe nämlich durch S^ eine beliebige 
Gerade, welche die Asymptoten in T^ und T^ treffen möge, 
und trage S^T^ von Tg aus auf der Geraden ab. Indem man 
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dies beliebig oft wiederholt, erhält man beliebig viele Punkte 
der Hyperbel, von denen natürlich jeder wieder in der gleichen 
Weise benutzt werden kann wie Sj. 

Ist in (3) pq = c^, so fallen die beiden Schnittpunkte S^ 
und (Sj zusammen, und die Gerade (2) wird zur Tangente- 
Aus (3) und (2) ergeben sich dann für die Tangente mit den 
Achseuabsehnitten p, q die Koordinaten des Berührungs- 
punktes : 

(6) ---f, H-h 

die man natürlich auch aus (4) hätte entnehmen können. 
Man hat daher den Satz, der als spezieller Fall von I. an- 
gesehen werden kann: 

IL Das zwischen den Asymptoten befindliche 
Stück einer Hyperbeltangente wird im Berührungs- 
punkte halbiert. 

Aus (5) erhält man auch sofort die Gleichung der 
Tangente im Punkte (x,, j/,). Da nämlich die Achsen- 
abschnitte 2Xi und 2y^ sein müssen, so lautet diese Gleichung: 

C) jI + 4 - 1 (S 61, Aufg. 4). 

Da die Achsenabschnitte p und q einer Tangente stets das 

konstante Produkt ^jg ^ 43^,^, ^ c^ ergeben, so folgt: 

HI. Jede Tangente einer Hyperbel bestimmt mit 
den Asymptoten derselben ein Dreieck von dem kon- 
stanten Inhalte ah. 

Der Inhalt eines solchen Dreiecks ist nämlich: 

^pq sm w = ^ ■ c^ ■ —^ ^ ab, 

insofern tu den Asyrap toten wink el bedeutet (§ 55, Äufg. 6). 

Aufg. 1. Konstruiere im Punkte (x^, y^) der Hyperbel 
die Tangente mittels der Relationen 2x^ =' p, 2y^ = q. 

Aufg. 2. Eine Gerade bewege sich so, dafs das Dreieck, 
welches sie mit den Sehenkeln eines festen Winkels bildet, 
konstanten Inhalt hat. Welchen Ort beschreibt der Mittel- 
paukt der in Bewegung befindlichen Dreiecksseite? 

Aufg. 3. Von einer Hyperbel kennt man eine Asymptote 
und drei Punkte. Man soll die Hyperbel uud die andere 
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Asymptote konstruieren, indem man auf die durcli die drei 
Punkte bestimmten Sehnen den Satz I anwende. 

Aufg. 4. Beweise mit Hülfe von § 59, Aufg. 6, dafa 
das zwischen den Asymptoten befindliche Stück einer Tangente 
gleich dem zu dieser Tangente parallelen Durchmesser ist. 

Aufg, 5. Beweise, dafs die Koordinaten des Mittelpunktes 

der zu dem Durchmesser y =^ (ix parallelen Sehne gleich 

— und - sind, und zeige daraus, dafs (/ = — }ix der zu 

y = lix konjugierte Durchmesser ist. Insbesondere sind y=x 

und y = — X die Gleichungen der Achsen. 

Aufg. 6. Beweise, dafs die Tangenten in den Punkten 

(x,, M.) und (x^, y,) sich in dem Punkte ( r-^' - — ! ) 

treffen und dafs dieser auf dem die Berühr ungssehne halbie- 
renden Durchmesser liegt, 

Aufg. 7. Eine Gerade — + ~ = 1 bewege sich so, dafs 
sie fortwährend die Hyperbel xy = -- berühre. Welchen Ort 
beschreibt der Punkt P, welcher das zwischen den Asymptoten 
befindliche Stück T, T^ der beweglichen Tangente in dem kon- 
stanten Verbältnisse ^jt = ^ teilt? 

Aufg. 8. Zwei Hyperbeln mögen dieselben Asymptoten, 
aber verschiedene Exzentrizitäten besitzen. Ihre auf die ge- 
meinsamen Asymptoten bezogenen Gleichungen seien: 

xy = \ und xy^-^- 

Ein beliebiger Durchmesser treffe die erste Hyperbel in P^, 
die zweite in P^, dann sind die Tangenten in P^ und P^ 
parallel. 

Aufg. 9. Beweise, dafs Hyperbeln mit denselben Asym- 
ptoten dieselbe numerische Exzentrizität besitzen und dem- 
nach ähnlich (und ähnlieh gelegen) sind. 

Aufg. 10, Bestimme die Koordinaten der Brennpunkte 
und der Scheitel der Hyperbel «j/^-r-, wenn der Asymptoten- 
winkel gleich w ist. Drücke a und h durch c und w aus. 

Aufg. 11. Von einer Hyperbel kennt man die Asympto- 
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ten und die auf dieselben bezogenen Koordinaten eines ibrer 
Punkte. Man bestimme die Gleicbung der Hyperbel und die 
Gr Olsen a und h. 

% 63. Pol und Polare. 
Die auf zwei konjugierte Durchmesser 2d und 2&' be- 
zogene Gleicbung der Hyperbel lautet: 

Genau wie bei der Ellipse (§ 49) und durch genau dieselbe 
Rechnung (indem man nur überall — h'^ statt V^ achreibt) 
findet man den Satz: 

I, Zieht man von einem beliebigen Punkte Strahlen 
nach einer Hyperbel und bestimmt jedesmal zu den 
beiden Schnittpunkten und dem gegebenen Punkte, 
als zugeordnetem, den vierten harmonischen Punkt, 
so ist der Ort dieser vierten harmonischen Punkte 
eine gerade Linie. 

Die Gleichung dieser Geraden lautet: 

Sie heilst die Polare des gegebenen Punktes, dieser der Pol 
der Geraden. 

Bezeichnet man einen beliebigen Punkt der Ebene als 
aufserhalb der Hyperbel liegend, wenn man durch ihn Gerade 
ziehen kann, welche die Hyperbel nicht treffen, dagegen inner- 
halb der Hyperbel, wenn keine solchen Geraden gezogen werden 
können, so gelten genau dieselben Betrachtungen und alle die 
Sätze, die wir in den Paragraphen 49 und 50 für die Ellipse 
hergeleitet haben, in unveränderter Weise auch für die Hy- 
perbel. Wir empfehlen, als eine nützliche Übung, dem Leser, 
alle diese Sätze für die Hyperbel von neuem abzuleiten und 
namentlich auch die in den betreffenden Paragraphen befind- 
liehen Aufgaben auf die Hyperbel anzuwenden. 

Hier möge nur noch der folgende Satz erwähnt werden: 

IL Die Polare eines Punktes einer Asymptote ist 

dieser parallel; sie fällt mit ihr zusammen, wenn der 

Punkt der unendlich ferne Punkt der Asymptote ist 
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Äufg. 1. Man konstruiere mit Hülfe des vollständigen 
Vierecks zu einem gegebenen Pnnkte die Polare. 

Äufg. 2. Mau bestimme die Koordinaten des Poles der 
Geraden Ax -\- Sij -\- C ^ in Bezug auf die Hyperbel 

Aufg. 3. Man konstruiere zu eiut^r gegebenen Geraden 
den Pol. 

Aufg. 4. Man beweise durch direkte Rechnung die 
Bichtigkeit von Satz 11, Man hat zu diesem Zwecke nur zu 
zeigen, dafs der Riehtiingsko effizient der Polaren von {x^,yi} 
gleich + -■■ ist, sobald ?/, = + — a^i ist. 

§ G4. Brennpunktseigenseliaften. 
Für die zu einem beliebigen Punkte P der Hyperbel: 

(1) S-F-i 

gehörigen Brennstrahlen )■ und r' hatten wir gefunden: 

(2) r^^(c-xy + f-, r' = (c^xf + f. 
Durch Subtraktion folgt: 

(,.■+,-)(,.■_,.)_ 4«, 

und da r'— r = 2a ist: 

,■'+ r = 2-^x = 2sx, 

wo £ die nuraerisciie Exzentrizität bedeutet. 

Aus r -\- r ^ 2s3: und r — r = 2a folgt dann: 

(3) r = EX — a, r'= sx -\- a. 

Durch Multiplikation von r und r erhalt mau: 

, = , a- + t* o o ö'a:' , „ , 

rr ^ b'x^ — (r ^ ^ — ■ x — or ^ - .- -\- x — a , 

oder mit Berücksichtigung der Hyperbelgleiehung : 

(4) rr = — ^ ^f- ■ 

Aus § 57, Aufg. 5 folgt aber, dafs die rechte Seite gleich V 
ist, wenn h' der zu OP konjugierte Halbm 
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Wir erhalten daher, wie bei der Ellipse, die G-leichuag: 
(5) rr = 6'^, 

d. h.: I. Das Produkt der Brennstrahlen eines Punktes 
ist gleich dem Quadrate des zu dem Punkte gehörigen 
konjugierten Halbmessers. 

Um die Abstände d und ä' der Brennpunkte von der 
Tangente im Punkte {x^, y^ zu ermitteln, hat man die Glei- 
chung der Tangente: 

53 _ !m ^ ■[ 

auf die Normalform zu bringen und dann die Koordinaten der 
Brennpunkte einzuführen. Man erhält: 



1/$+^: V"^ 



oder mit Rücksicht auf (3), (4) und (5): 

(6) <!--F. <!'- + ¥■ 

wenn r und / die Brennstrahlen des Berührungspunktes und 
V der zu dem Radius Vektor desselben konjugierte Halb- 
messer sind. Daraus folgt zunächst mit Berücksichtigung 
von (5): 

(7) dä'= — b\ 
in Worten: 

n. Das Produkt der Abstände der Brennpunkte 
von einer Tangeute der Hyperbel ist konstant und 
zwar gleich dem Quadrate der halben Nebenachse. 

Das negative Vorzeichen deutet an, dafs die Brennpunkte 
immer auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen, während 
sie bei der Ellipse sieh stets auf derselben Seite befinden. 
Aus (6) folgt weiter (indem man nur noch die absoluten 
Längen in Betracht zieht): 

ÖMilor u. Kudio, snalyl. Geom. d. EbeüB. 3. Aufl. 10 
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g--r 



\r 



>?V l 



/ 



(8) V~7- 

Daraus folgt aber die Ähnlichkeit der beiden Dreiecke FFG 
und PF'G' und mithin die Gleichheit der Winkel ^FFG 
Fig .1 i^id ^F'FG', d.h.: 

IIL Die Tangente hal- 
biert den Winkel der 
beiden Brennstrahlen. 

Die in F auf der Tan- 
gente errichtete Senkrechte 
heifst die Normale der Hy- 
perbel im Punkte F. Sie 
halbiert den Nebenwinkel der 
beiden Brennstrahlen (yergl. 
. § 51). 

Wie bei der Ellipse zeigt 
jetzt eine einfache planimetrische Überlegung, dafs die Gegen- 
punkte H und H', welche man erhalt, wenn man FG und 
F'G' um sich selbst verlängert, auf den Brennstrahlen von 
F, resp. den Verlängerungen derselben, liegen, woraus man 
leicht erhält: 

(9) F'H='FH'=2a, 

d. h.: IV. Der Ort der Gegenpunkte eines jeden der 
beiden Brennpunkte in Bezug auf eine bewegliche 
Tangente ist der mit dem Radius 2a um den andern 
Brennpunkt beschriebene Kreis. 

Ebenso findet man, wie bei der Ellipse, dafs OG und 
OG' resp. zu F'3 und FH' parallel und folglich gleich a 
sind. Man hat daher den Satz; 

V. Der Ort der Fufspunkte der Lote, die man 
von den beiden Brennpunkten auf die sämtlichen 
Tangenten einer Hyperbel fällen kann, ist der mit 
dem Radius a um den Mittelpunkt der Hyperbel be- 
schriebene Kreis. Oder auch: Die Hyperbel wird um- 
hüllt von dem einen Schenkel eines rechten Winkels, 
dessen Scheitel einen festen Kreis durchläuft, wäh- 
rend der andere Schenkel durch einen aufserhalb ge- 
legenen festen Punkt hindurchgeht. 
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Aufg, 1. Beachte, dafa die Gleichung / — r '= 2a den 
Brenn strahlen r und / Vorzeichen zuweist, wie auch die Glei- 
chungen (3) zeigen. Dialiutiere mit Rücksicht hierauf die 
Gleichungen (6) und beachte § 14. 

Aufg. 2, Leite die Gleichung der Normalen ab und 
zeige, dafs die Gleichungen (12), (13), (14) von § 51 auch 
t^r die Hyperbel gelten. Beweise hieraus Satz III. 

Aufg. 3. Konstruiere in einem Punkte der Hyperbel 
Tangente und Normale. 

Aufg. 4. Konstruiere von einem Punkte aufserhalb der 
Hyperbel die Tangenten mit Hülfe der Gegenpunkte. 

Aufg. 5. Diskutiere die übrigen Aufgaben von § 51 für 
die Hyperbel, insbesondere Aufg. 12. 

Aufg. 6. Beweise, dafs der Abstand eines Brennpunktes 
von einer Asymptote gleich b ist (spezieller Fall von II). 

Aufg. 7. Beweise, dafs eine Ellipse und eine Hyperbel, 
welche dieselben Brennpunkte haben (konfokal sind), sich 
rechtwinklig schneiden, d. h. dafs in einem Schnittpunkte die 
Tangente der einen Kurve die Normale der anderen ist. 

§ 65. Die Direktrix. 

Man nennt die Polare eines Brennpunktes eine Direktrix 
der Hyperbel. Ihre Gleichung erhält man aus: 

^ _!'^ _ 1 
indem man a^^ = c, y, = setzt. Dies giebt: 

(1) « = v 

In gleicher Weise existiert für den andern Brennpunkt eine 
Direktrix mit der Gleichung a; ^ — — . 

Die Direktrix des Brennpunktes F ist also, ebenso wie 
die von F', eine Gerade, welche im Abstände — = — vom 
Mittelpunkte auf der Hauptachse senkrecht steht. 

Berechnet man für einen beliebigen Hyperbelpunkt P deu 
Abstand PF von dem Brennpunkte F und den Abstand FQ 
von der zugehörigen Direktrix, so erhält man: 
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p?. 



- — = — {ex — a), 



PF 



f olgli ch : 
(2) 

d.h.: I. Das Verhältnis der Abstände eines Punktes 
der Hyperbel von einem Brennpunkte und der zu. 
gehörigen Direktrix ist kon- 
stant und zwar gleich der 
numerischen Exzentrizität. 

Für einen beliebigen Punkt 
i^nVi) ^^^ ^^ ^ gehörigen Direk- 
trix erhält man, wegen Xi = —i 
als Gleichung der Polaren: 
^ y^i _ , 
c b' ~ '■■ 

Durch Vergleichung des Richtungsko effizienten dieser Polaren 
mit demjenigen der Verbindungslinie des Punktes (x^, y^) mit 
F findet man, wie bei der Ellipse, den Satz: 

II. Die Verbindungslinie eines Brennpunktes mit 
dem Pole einer beliebigen durch ihn hindurchgehen- 
den Sehne steht senkrecht auf dieser. Oder auch: Das 
zwischen dem Berührungspunkte und der Direktrix 
gelegene Stück einer Tangente wird von demzugehöri- 
gen Brennpunkte aus unter einem rechten Winkel 




Aufg. 1. Bestimme die Direktrix der gleichseitigen 
Hyperbel. 

Aufg. 2. Konstruiere mit Hülfe von II die beiden Tan- 
genten, die man von einem Punkte der Direktrix an die 
Hyperbel legen kann. 

Aufg. 3. Beweise, dafs die Entfernung eines Brenn- 
punktes von der zugehörigen Direktrix gleich — ist, wo p den 
Halbparameter bedeutet. 

Aufg. 4. Von einer Hyperbel sind gegeben ein Brenn- 
punkt, die zugehörige Direktrix und die numerische Exzentri- 
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zität E. Man soll daraus die Hyperbel konstruieren (§ 55, 
Äufg. 3). 

Aufg. 5. Eonstatiere, dafs'für einen der Hyperbel nicht 
angehörigen Punkt das Verbältnis 'der Abstände von einem 
Brennpunkte und der zugehörigen Direktrix ( 
als für die Hyperbelpunkte. 



Kapitel. 
Die Parabel. 

§ 66. Definition und Gleieliung. 

Die Parabel ist der Ort der Punkte, die von einem 
gegebenen Punkte und einer gegebenen Geraden 
gleichen Abstand haben. ^^^ ^^ 

Der gegebene Punkt heifst der , _^ __ / 

Brennpunkt, die gegebene Gerade die 
Direktrix oder Leitlinie der Parabel. 

Um die Gleichung der Parabel ab- 
zuleiten, wähle man die Mitte des von 
dem Brennpunkte F auf die Direktrix 
gefällten Lotes FG ^^ p zum Anfangs- 
punkte eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems und die Richtung von OF als 
die positive Richtung der 3;-Achse. Die Abscissen von F 
und G sind dann resp. ^ ^"-^ — 2 ' ^^^ ^^^ ^^'^ Punkt P 
mit den Koordinaten x, y gleich weit von dem Brennpunkte 
und der Direktrix entfernt, also FF =^ FL, dann folgt aus 
der Figur: 

FF"- = FM'' + MF- = (-|- — a:)' + f 



L 


+5- 


1 \ 


G 





\ 



und: 



oder; 

(1) 



PL — FS +NL=-x+ l 
if — 2psc. 
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Dies ist die GleichuDg der Parabel. Sie wird durch 
die Koordinaten (0, 0) des Anfaugapunliies befriedigt; die 
Parabel geht also durch hindurch, wie auch aus der Defi- 
finition unmittelbar folgt. Da ferner nur für positive x aicli 
reelle y aus der Gleichung ergeben, so liegt die Kurve ganz 
auf der rechten Seite der y-Ächse. Jedem positiven x aber 
entsprechen zwei entgegengesetzt gleiche y, d. h. die Parabel 
liegt symmetrisch zur a;-Achse. Diese Symmetrieachse wird 
die Achse, ihr Anfangspunkt der Scheitel der Parabel 
genannt. Wächst x über alle Grenzen, so wird auch y un- 
endlich grofs. Für ^ = g erhalten wir aus der Parabelglei- 
chung die beiden zum Brennpunkte gehörigen Ordinaten 
j/= +ß. Wie bei der Ellipse und der Hyperbel bezeichnet 
man die Brennpunktsordinate p als den Halbparameter der 
Parabel. Dieser Halbparameter p, welcher zugleich die Ent- 
Fig. 47. fernung des Brennpunktes von der Direk- 

trix angiebt, bestimmt vollständig die 
Gestalt der Parabel. 

Aus der Gleichung ?/^^2pa: = 23:. j) 
folgt, dafs y immer mittlere Propor- 
tionale zu 2x und p ist. Dies führt auf 
eine einfache Konstruktion der Parabel. 
Trägt man nämlich die Abscisse OM=x 
" von aus nach links ab, sodafs 

MT^2x ist und macht MN^p, so hat man nur über 
TN als Durchmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher 
dann die in M auf TN errichtete Senkrechte in den beiden 
Parabelpunkten P und Q trifft, da MF^ = MT.MN iat. 
Der Mittelpunkt dieses Kreises hat die j 



nnd ist daher der Brennpunkt F der Parabel, was die Kon- 
struktion noch vereinfacht. 

Aufg. 1, Die Parabel ist der Ort der Mittelpunkte aller 
Kreise, die durch einen gegebenen Punkt gehen und eine 
gegebene Gerade berühren. 
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Aufg. 2. Die Entfernung des Brennpunktes vom Scheitel 
einer Parabel sei gleich 3, wie heilst ihre Gleichung? 

Aufg. 3. Für die Punkte der Parabel mit dem Halb- 
parameter p ist 11^ — 2px = 0. Für welche Punkte <3er Ebene 
ist die linke Seite positiv, für welche negativ? 

Aufg. 4. Wo liegen die Punkte (2;, 3); (-1,2); (3, - 1); 
(I, — 3) in Bezug auf die Parabel y* = bx. 

Aufg. 5. Wie grofs ist der Haibparameter der Parabel 
j^ — 5iC = Oj wie weit sind Scheitel und Brennpunkt von 
einander entfernt? 

Aufg, 6. Verschiebe das Koordinatensystem parallel zu 
sich selbst, sodafs der Brennpunkt der neue Anfangspunkt 
wird. Wie heifst dann die Gleichung der Parabel? 

Aufg. 7. "Verlege in derselben Weise den Anfangspunkt 
nach dem Punkte {Xt^, y^ der Parabel und zeige, dafs die 
Parabelgleichung in dem neuen Systeme y^ + 2^o^ -~ ^i'^ =" ^ 
lautet. Warum fehlt x^'i 

Aufg. 8. Von einer Parabel sind gegeben die Achse, 
der Scheite! und ein Punkt P. Man bestimme Halbparameter, 
Brennpunkt und Direktrix, mit Berücksichtigung der im Texte 
gegebenen Konstruktion, 

Aufg, 9. Von einer Parabel kennt man die Achse, den 
Scheitel und einen Punkt (a^^j/j). Wie heifst ihre Gleichung? 

Aufg. 10. Zeichne die Parabeln, deren Gleichungen;/^ -=33;, 
y''=:^x, y^^^jx sind. 

Aufg. 11. Welche Kurve wird durch die Gleichung 
j,^ = — 2'px dargestellt? (§ 5, Aufg. 7.) 

Aufg. 12. Welche Kurve wird durch die Gleichung 
x^ = 2py dargestellt? (§ 5, Aufg. 7.) 

Aufg. 13. Zeichne die Parabel y ^ x^ und bestimme 
ihren Brennpunkt und ihre Direktrix. 

Aufg. 14. Bringe die Gleichung y = ax^ -^ bx -{' c auf 

die Form y -) -T-"^^ = «(»;+ T") ^^^ zeige, dafs da- 
durch eine Parabel mit vertikaler Achse und dem Scheitel 
( T^"' ~ ä~) '^^'"gesteilt wird. 
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§ 67. Die Parabel uad die Gerade. Durehroesser. 

Aus der Gleichung y^=^2px folgt, dafs jede zur a;-Achae 

parallele Gerade y = l> die Parabel in einem einzigen Punkte 

schneidet, der die Koordinaten -— , b besitzt. 
' 2p' 

ÄU3 einem später anzugebenden Grunde nennt man eine 
jede solche zur Parabelachse parallele Gerade einen Durch- 
messer der Parabel. 

Jede zur j/-Achse parallele Gerade ;C = « {wo a positiv 
sei) trifft die Parabel in den beiden symmetrisch zur Achse 
gelegenen Punkten a; = a, y = +1/2^«. Für x = fallen 
diese beiden Punkte mit dem Scheitel zusammen, sodafs die 
Gerade x ^ 0, d. h. die y-Achse, als die Tangente der Para- 
bel im Punkte zu betrachten ist. Sie wird die Scheitel- 
tangente genannt. 

Ist nun eine beliebige Gerade y = jta; + & gegeben, wo 
ji jetzt von Null verschieden sei, so erhalten wir die Schnitt- 
punkte derselben mit der Parabel j/^ ^ 2px durch Kombi- 
nation der beiden Gleichungen. Die Elimination von x führt 
zu der in y quadratischen Gleichung: 
(1) tiy'^2py-\-2i>h = 0. 

Dieselbe zeigt, dafs die Gerade die Parabel schneidet, 
berührt, oder keinen Punkt mit ihr gemein hat, je 
nachdem die Diskriminante p^ — 2fi6j> positiv, Null, 
oder negativ ist. 

Da p positiv ist, so wird p^ — 2(ibp = 2p i^ ■ — (ibj 

positiv, Nul), oder negativ sein, je nachdem -^ gröfser, gleich, 

^^B- Sä, o^gj. bleiner als fib ist. Errichtet man 

aber in dem Durehschnittspunkte R der 

Geraden mit der ^-Acbse die Senkrechte 

BS, so folgt: 

OS 

' d. h, OS^iib. 

Andrerseits ist ^ = OF gleich der Entfernung des Scheitels 
vom Brennpunkte, und es folgt daher: 
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I. Eine beliebige Gerade schneidet die Parabel 
beröhrt sie, oder liegt ganz aufserhalb derselben, je 
nachdem die auf der Geraden in ihrem Schnittpunkte 
mit der Scheiteltangente errichtete Senkrechte die 
Parabelachse zwischen dem Scheitel und dem Brenn- 
punkte, im Brennpunkte, oder jenseits des Brenn- 
punktes trifft. 

Angenommen', die Gerade y = jix -\- b treffe die Parabel 
in den beiden Punkten Sj und S^, mit den Koordinaten x^, y^ 
und x^, y.^, dann sind y^ und y^ die beiden Wurzeln der 
Gleichung (I), und man erhält daher für die Ordinate des 
Mittelpunktes der Sehne SiS^ den Wert: 

(2) ,_iqL?._i. 

Dieser Ausdruck ist aber von h unabhängig. Konstruiert 
man daher sämtliche zu der Geraden 7/ = fta; + & parallelen 
Sehnen, indem man jt unverändert läfst und 6 variiert, so 
erhält man für die Ordinate des Mittelpunktes einer jeden 

Sehne stets denselben Wert ---, und es ailt daher der Satz: 

(1 

II. In einer Parabel liegen die Mittelpunkte 
paralleler Sehnen auf einer zur Achse parallelen Ge- 
raden, d. h. auf einem Durchmesser. 

Aufg. 1. We!cheLagenhabendieGeraden4a: — 2!/ + 7 = 0, 
6x — y—l = 0, lSx — y + l = 0, x ■]- 2y + 6 = 0, 
x + y — 1 = zur Parabel y^ — 6x =^ 0? 

Aufg. 2. Bestimme für die Parabel y^ — 3x = den 
Ort der Mittelpunkte der zu der Geraden Sx — 7y -\- 2 = 
parallelen Sehnen. In welchem Punkte trifft dieser Ort die 
Parabel ? 

Aufg. 3. Gegeben ist die Parabel y^ ^ ^x und die 
Gleichimg 5y — 2 = eines Durchmessers. Wie heilst die 
Gleichung des Systems paralleler Sehnen, welche durch diesen 
Durchmesser halbiert werden? 

Aufg. 4, Gegeben ist die Parabel y^ = 8a: und der 
Durchmesser y -(- 3 = 0. Wie heifst die Gleichung der durch 
den Punkt (5, 2) gehenden Sehne, welche durch jenen Durch- 
messer halbiert wird? 
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Aufg. 5. Gegeben sei die Parabel y^ =^ 2px. Man kon- 
struiere den Durchmesser, welcher die Mittelpunkte der Sehnen 
von gegebener Richtung enthält, insbesondere für die Rich- 
tung von 45". 

Aufg. 6. Bringe Satz I auf die Form: Eine Gerade 
schneidet die Parabel, berührt sie, oder liegt ganz aufserhalb 
derselben, je nachdem der Fufspunkt des von dem Brennpunkte 
auf die Gerade gefällten Lotes vor, auf, oder hinter der 
Direktrix liegt (§ 51, Aufg. 12). 

§ 68. Tangente und Normale. 

Die Gerade y •= [ix -j- b schneide die Parabel in den 
beiden Punkten S^ und S^; dann ist also nach dem Vorher- 
* ■^ 2 ■ ^^^ wollen nun die Gerade parallel mit 
sieb verschieben, indem wir fi un- 
verändert lassen und b derart variieren, 
dafs das Produkt bfi wächst. Bei 
dieser Verschiebung nähern sich die 
Schnittpunkte , welche die Gerade 
jedesmal mit der Parabel gemein 
hat, einander, während der Mittel- 
punkt der Sehne S^S^ den Durch- 
messer mit der Gleichung y ^^ ~ 
beschreibt. In dem Momente, in welchem 6(1= -^ wird, fallen 
Si und Äg in einem Punkte JP zusammen, der zugleich auf der Pa- 
rabel und dem Durchmesser liegen muXs, also die Ordinate j/i ^ — 
und demnach die Abscisse x^ = —-^ besitzt Diese spezielle 
Sekante ist daher die Tangente der Parabel im Punkte P^ 
und wir sehen: 

I. Die Tangente im Endpunkte eines Durchmessers 
ist deu Sehnen parallel, die von diesem Durchmesser 
halbiert werden. 

Es ergiebt sieh daraus zugleich, dafs zu einer gegebenen 
Richtung ft nur eine einzige Tangente gehört und dafs 
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oder: 




Da aber: 


9>A — 'J,'—P(.='- 


ist, so erhalten 


wir als Gleich«; 


Punkte (i,, ä,,): 




(1) 


W,-i>(« + I, 



§ 68. Tangente und Normale. lÖÖ 

a:^ ^ -^ j j/, = -^ die Koordinaten des Berührungspunktes 
derselben sind. Umgekehrt gebort zu jedem Parabelpunkte 
(^11 t/i) ^i'^ö g^^^ bestimmte Tangente, deren Richtungs- 
koeffizient ft^— ist. Die Gleichung der Tangente im Punkte 
(sc,, j/i) lautet daher: 

-X,). 

]g der Tangente im 



Aus dieser Gleichung ergeben sieb die Ach senab schnitte 
a und b der Tangente, nämlich: 

h = 0-R, =^-"' = '^'> 

d.h.: II. Die Tangente trifft die Achse in einem Punkte, 
der vom Seheitel ebenso weit entfernt ist, als der 
Fufspunkt der Ordinate des Berährungspunktes. 

Daraus folgt dann von selbst, dafs der Abschnitt auf der 
j/-Achse halb so grofs ist als diese Ordinate. Um also in 
einem beliebigen Punkte P, der Parabel die Tangente zu kon- 
struieren, trage man die Äbscisse des Punktes P, von aus 
nach links ab und verbinde den so erhaltenen Punkt T, mit Pj. 

Fällt man von P, auf die Direktrix das Lot P^L,, so ist 
PiL, = F^F. Da überdies OP, = ^)/j , GL^=y^ ist, so 
folgt, dafs F, Pj, i, in gerader Linie liegen und dafa 
FB^ = RiL, ist. Dann sind aber die Dreiecke FB^F^ und 
i^PiP, kongruent, woraus sich ergiebt, dafs die Winkel 
•^FP^R^ und ^i,P,Pi einander gleich sind und dafs PPj 
auf der Tangente senkrecht steht, d. h.: 

III. Die Tangente halbiert den Winkel, welchen 
der Brenn strahl und der Durchmesser des BerühruDgs- 
punktes- miteinander bilden. 
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IV. Der Fufspunkt des Lotes, welches man von 
dem Brennpunkte auf eine beliebige Tangente fällen 
kann, liegt stets auf der Scheiteltangente. Oder auch: 
Die Parabel wird umhüllt von dem einen Schenke! 
eines rechten Winkels, dessen Scheitel eine feste 
Gerade, die Scheiteltangente, durchläuft, während 
der andere Schenkel durch einen festen Punkt, den 
Brennpunkt, hindurchgeht. 

Die im Berührungspunkte Pj auf der Tangente errichtete 
Senkrechte heifst die Normale der Parabel in P^. Ihre 
Gleichung lautet: 

(2) ,_y, = _.». (^_I,). 

Für y^O erhalten wir den Abschnitt auf der a;- Achse, nämlich: 

Daraus folgt: 

(3) 3I,N,=p. 

Man nennt das zwischen der Ordinate und der Normale ge- 
legene Stück der a:-Achse die Subnormale des Punktes P, 
und hat daher den Satz: 

V. Bei der Parabel ist die Subnormalö für alle 
Punkte konstant, nämlich gleich dem Halbparameter j). 

Um von einem beliebigen Punkte (x^, J/,,) an die Pa- 
rabel eine Tangente zu legen, hat man nur die Bedingung 
dafür auszudrücken, dafs die durch (a^^, y,,) gehende Gerade 
j/ — (/„ = /i (ic — X/,) die Parabel in zwei zusammenfallenden 
Punkten trifft. Durch Elimination von x erhält mau, wie in 
§ 67, die in y quadratische Gleichung: 

(4) (ly^ — 2py + 2p{y^ — fix^) = 0, 

welche die Ordinaten der Schnittpunkte der Geraden mit der 
Parabel liefert. Diese Schnittpunkte fallen zusammen, wenn 
die Diskriminante der quadratischen Gleichung verschwindet, 
d. h. wenn: 

(5) 2x^11^ — 2y^fi + p = 
ist 

Da diese Gleichung in'jt quadratisch ist, so erhält man zwei 
Werte Ton ft, welche reell und von einander verschieden, reell 
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und zusammenfallend, oder imaginär sind, je nachdem y^ — 2px^ 
positiv, Null, oder negativ ist, d. h. es sind zwei Tangenten, 
eine, oder gar keine möglich, je nachdem der Punkt {x^, y^ 
aufserhalb, auf, oder innerhalb der Parabel liegt (§66, Aufg. 3). 
Sollen insbesondere die beiden durch (x^, y^^ gehenden Tan- 
genten einen rechten Winkel mit einander einschlief sen, so 
müssen die beiden Wurzein ftj und^ft^ von (5) der Relation 
f*i."ä = — 1 genügen, d. h. es mufs sein: 

(6) 4""^ "''" "=»-"*' 

oder der Punkt (Xf,, y^ mufs auf der Direktrix liegen. Um- 
gekehrt erhält man für jeden Punkt der Direktrix die Relation 
f*if*2 = — li 'i^'i ^^ g''t daher der Satz: 

VI, Der Ort der Punkte, von denen aus man zwei 
auf einander senkrechte Tangenten an eine Parabel 
legen kann, ist die Direktrix (§ 48, Aufg. 6). 

Aufg. 1. Gegeben ist die Parabel y^ = IIa;. Beweise, 
dafs die Gerade \\x — 6)/ + 9 = die Parabel berührt, und 
bestimme die Koordinaten des Berührungspunktes. 

Aufg. 2. Wie heifst für dieselbe Parabel die Gleichung 
der Tangente, welche der Geraden 2« — 7)/ + 3 = parallel ist? 

Aufg. 3, Konstruiere zu einer gegebenen Parabel die 
Tangente von gegebener Richtung und ihren Berührungs- 
punkt. 

Aufg. 4. Beweise, dafs für die Parabel y = x^ die Glei- 
chung der Tangente im Punkte {x^, j/j) lautet: j^ + J/i = 2xx^ 
(§ 5, Aufg. 7). 

Aufg. 5. Von einer Parabel kennt man den Scheitel, 
die Scheiteltangente und einen Punkt P. Man soll mit Hülfe 
von Tangente, Normale und Subnormale den Brennpunkt be- 
stimmen (Satz II und V). 

Aufg. 6. Beweise, dafs man die beiden Tangenten, die 
maa von einem beliebigen Punkte P an die Parabel ziehen 
kann, dadurch konstruiert, dafs man über der Verbindungs- 
linie von P mit dem Brennpunkte als Durchmesser einen 
Kreis besehreibt und dessen Schnittpunkte mit der Seheitel- 
tangente mit P verbindet. 
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Aufg, 7. Beweise mit Hülfe dieser Konstruktion den 
Satz VI des Textes geometrisch. 

Aufg. 8. Von einer gezeichnet vorliegenden Parabel den 
Brennpunkt, die Achse und die Direktrix zu finden. (An- 
deutung: Mittels zweier paralleler Sehnen findet man einen 
Durchmesser und die Tangente im Endpunkte desselben. 
Satz III fahrt dann zu einer durch den Brennpunkt gehenden 
Geraden und eine Wiederholung der ganzen Konstruktion zum 
Brennpunkte selbst.) 




69. Anwendung schiefwinkliger Koordinaten. 

rechtwinklige Koordinatensystem, 
auf welches sich die Pa- 
rabelgleichung: 
(1) f^2px 

bezieht, parallel mit sich 
selbst nach dem Parabel- 
punkte (2^0,^0), als neuem 
Anfangspunkte, und setzt 
dem entsprechend: 

^ = ^o + ^'> ii = y(i + y'> 

unter x', y die neuen Koordinaten verstehend, so geht die 

Gleichung (1) über in: 

(2) !/'' + 23/oy'-2p3;'=0 

(§ 66, Aufg. 7). 

Nunmehr wählen wir den durch Pj, gehenden Durchmesser 
(die a;'- Achse) zur Abscissenachse und die Tangente der Parabel 
in P(, zur Ordiuatenaehse eines schiefwinkligen Koordinaten- 
systems. Ein beliebiger Parabelpunkt P habe die rechtwink- 
ligen Koordinaten P^J/'^ 3:', M'F=y' und die schiefwink- 
ligen Koordinaten PyM"= a:", M"F'=y". Schliefst dann 
die Tangente in P^, mit der alten a^-Achse (und folglich auch 
mit der »'-Achse) den Winkel iv ein, so ist zunächst: 



und es gelten die Transformationsformeln: 
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x ^ a:" -\- y" cos w, 

y ^ y" sin w, 
die man direkt aus der Figur abliest, die man aber auch aus 
§ 15 erhalten kann, indem man dort «=0, ß^iv setzt. 
Die Gleichung (2) geht dann über in: 

^'^sin^ 10 + 2^(|)/" sin tv — 2px" — 2py" cos «0 = 0, 
welche, wegen y^sinw ^p cos w, zu: 

wird. 

Nun folgt aus isw = ^- , dafs sin^ w = -t-r — i und daher 
P__£l+V_ _^V_ +2^„ = 2(:r, + |-), d. h. 
gleich der doppelten Entfernung des Punktes P^ von der 
Direktrix ist. Bezeichnen wir diese doppelte Entfernung mit 
g und sehreiben der Einfachheit halber x und y statt x' und 
y", so lautet die auf das schief winklige Achsen- 
system (Durchmesser und zugehörige Tangente) be- 
zogene Parabelgleiehung; 
(4) f = 2qx. 

Kombinieren wir mit dieser Gleichung die auf dasselbe schief- 
winklige Achsensjstem bezogene Gleichung y =^ ax -\- h einer 
Geraden, so erhalten wir, wie iu § 67, die quadratische Glei- 
chung: 

(if — 222/ + 22& = 0, 

deren Wurzeln die Ordinaten der Schnittpunkte der Geraden 
mit der Parabel darstellen und die reell und verschieden, reell 
und zusammenfallend, oder imaginär sind, je nachdem ft6 
kleiner, gleich, oder gröfaer ist als -|- . Da sich femer die Ent- 
wicklungen des § 68 wesentlich auf die Form der beiden 
Gleichungen y^ = 2px und ij ^ ^x -\- h stützten, nicht aber 
auf den Umstand, dafs zufiillig das Achsensystem ein recht- 
winkliges war, so haben wir in den Rechnungen, die auf die 
Gleichung der Tangente führten, einfach p mit g zu vertauschen 
und wir erhalten daher in unserm schiefwinkligen 
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Achsensysteme {dessen Anfangspunkt jetzt mit bezeichnet 
werde) als Gleichung der Tangente im Punkte {a;,, j/,) 
die Gleichung; 
(5) !/J/i = 2(^-f-^i)- 

T'S- -'i- Für 3/ ^ ergiebt sieh der Ab- 

schnitt der Tangente auf der a: -Achse, 
nämlich : 

x=OT^ = — X,. 
Denselben Achsenabschnitt liefert aber 
auch der zu P^ symmetrisch gelegene 
Punkt Q^ mit den Koordinaten x^^, 
— j/i, sodafs sieh der Satz ergiebt: 
Die Tangenten in den Endpunkten einer beliebigen 
Sehne der Parabel schneiden sich in einem Punkte 
desjenigenDurchmesserSjWelcher diese Sehne halbiert. 
Der Mittelpunkt der Sehne und der Schnittpunkt der 
beiden Tangenten liegen gleichweit vom Endpunkte 
des Durchmessers entfernt. 

Äufg, 1. Von einer Parabel kennt man einen Durchmesser, 
die Tangeute im Endpunkte desselben und aufserdem noch 
einen Punkt. Man soll die Tangente in dem letzteren finden, 
Aufg. 2. Gegeben ist eine Parabel und ein Punkt auTser- 
halb derselben. Man konstruiere die beiden von dem Punkte 
an die Parabel gehenden Tangenten, mit Hülfe des durch den 
Punkt gehenden Durchmessers. 

Aufg. 3. Die auf Achse und Seh eitel t an gente bezogene 
Parabelgleichung sei y^ = 5x. Wie heifst die Gleichung der 
Parabel, bezogen auf das durch Durchmesser und Tangente des 
Parabelpunktes (-|, 3) gebildete schiefwinklige System? 

Aufg. 4. Wie heilst in diesem schiefwinkhgen Systeme 
die Gleichung der Tangente, deren Berührungspunkt in dem ur- 
sprünglichen rechtwinkligen Systeme die Koordinaten -f , — 2 hat ? 

§ 70. Pol und Polare. 
Die auf einen Durchmesser und die Tangente im End- 
punkte desselben bezogene Parabelgleichung sei: 
(1) !)' - 2ix. 
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Zwei beliebige Punkte P[ und P^ mögen durch ihre auf 
dasselbe System bezogenen Koordinaten a;,, ^i und x^, y^ ge- 
geben sein. Irgend eiu Pankt der Verbindungslinie PyP^ hat 
dann die Koordinaten ---rr-i ' ' rJTi ' Damit derselbe 
auf der Parabel liege, mufa sein Teilverhältnis k der Gleichung: 

genügen, weiche man auch in der Form: 

(2) A^()// - 2gy,l + 2}.{y,y^ — q{x^ + x^)) + y^' - 2qx, = 

schreiben kann. Diese quadratische Gleichung liefert die beiden 
Teilverhältnisse A, und A^, welche den Schnittpunkten S^ und 
(Sg der Geraden mit der Parabel entsprechen. Nun folgt, wie 
früher bei der Ellipse, dafs die vier Punkte P,, P^, S^, S^ 
allemal, aber auch nur dann, eine harmonische Gruppe 
bilden, wenn A, -|- ^^ = ist, d. h. wenn die Gleichung: 

(3) !/,!/,- 9 (»:,+^,)-0 
besteht. 

Wählen wir daher zuerst den Punkt P^ als einen festen 
Punkt, so ist der Punkt P^ nur an die Bedingung geknüpft, 
dafs seine Koordinaten der Gleichung: 

(4) yy,-2q(x + x,)^0 

genügen müssen. Diese Gleichung stellt aber eine gerade 
Linie dar, welche man die Polare des Punktes P, nennt. In 
Bezug auf sie wird P, der Pol genannt. 

I. Zieht man demnach von einem beliebigen Punkte 
Strahlen nach einer Parabel und bestimmt jedesmal 
zu den beiden Schnittpunkten und dem gegebenen 
Punkte, als zugeordnetem, den vierten harmonischen 
Punkt, so ist der Ort dieser vierten harmonischen 
Punkte eine Gerade, deren Gleichung yyi = q (s; -\- x,) 
lautet. 

Liegt P, aufserhalb der Parabel, so ergiebt sich durch 
eine einfache Überlegung, dafs die Polare die Berührungs- 
sehne ist. 

Ganter u. Euttio, analjt Gfom. d. i:b™o. 2. Aufl. 11 
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Auch die übrigen Sätze, die wir früher kennen gelernt 
haben, wiederholen sich ohne irgend welche Schwierigkeit bei 
der Parabel, sodafs wir uns darauf beschränken können, sie 
kurz zusammen zu stellen: 

II. Die Tangente ist die Polare ihres Berührungs- 
punktes, dieser der Pol der Tangeute. 

III. Den Punkten einer Punktreihe entsprechen 
als Polaren die Strahlen eines Strahlenbüschels, und 
umgekehrt. 

IV. Die Polaren der Punkte eines Durehmessers 
sind einander parallel, treffen sich also in einem un- 
endlich fernen Punkte — dem Pole dieses Durch- 
messers. 

Setzt man speziell ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
(Parabelaehse und Scheiteltangente) voraus, so heifst die Glei- 
chung der Polaren des Punktes (x^, y^: 

Für x^ ^ Y, J/i = findet mau hieraus a; = — —, d. h.: 

V. Die Polare des Brennpunktes ist die Direktrix. 
Die Polare eines Punktes P, der Direktrix lautet wegen 



Sie geht durch den Brennpunkt und hat den Eichtuiigs- 
fcoeffizienten -- ■ Da nun die Verbindungslinie von P, mit 
dem Brennpunkte den Richtungskoeffizienten — — besitzt, so 
ergiebt sich, wie bei der Ellipse und der Hyperbel, der Satz: 

VI. Die Verbindungslinie des Brennpunktes mit 
dem Pole einer beliebigen durch ihn hindurchgehen- 
den Sehne steht senkrecht auf dieser. 

Aufg. 1. Beweise die Sätze 11, III, IV sorgfältig au 
Hand der für die ElHpse ausführlich gegebenen Entwicklungen. 

Aufg, 2. Man Überzeuge sich, dafs die Sätze über Pol 
und Polare unabhängig von dem gewählten Koordinaten- 
systeme sind. 
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Aufg. 3. Beweise, dafs der Pol der Geraden: 
da; -|-. 6y -j- c = 
in Bezug auf die Parabel y^ = 2qx die Koordinaten a;, = — > 
j/i = — ~ q besitzt. 

Aofg. 4. Bestimme den Pol der Geradeu: 
5a: — 7y + 2 = 
in Bezug auf die Parabel y^ — 3a; = 0. 

Aufg. 5. Bestimme die Koordinaten der Berührunga- 
ponkte der beiden Tangenten, die man vom Punkte ( — 5, 3) 
an die Parabel p^ — Sx = ziehen kann. (Benutze die Polare 
des gegebenen Punktes.) 

Aufg. 6. Konstruiere die Polare eines Punktes in Bezug 
auf die Parabel mit Hülfe des vollständigen Vierecks. 

Aufg. 7. Beaebte, dafs der Kichtungskoeffizient der Polaren 
yVi ^ 9(^ 4" ^i) '^^^ '^*"^ ^^^ Ordinate des Poles abhängt, und 
beweise daraus Satz IV. 

§ 71. Fläclieiiinlialt eines Parabelsegmentes. 

Um den Flächeninhalt eines Parabelsegmentes zu bestim- 
men, welches eine beliebige Sehne PjQi (vergl. Fig. 51) 
abschneidet, konstruiere man in I\ und Q^ die Taugenten, 
welche sich in T, schneiden mögen, sowie die zu Pj Q^ parallele 
Tangente, deren Berührungspunkt sei. Dann folgt aus 
OTi=^OM, und B,S, = ^P^Q^, dafs der Inhalt des der 
Parabel eingeschriebenen Dreiecks OP^ Q, doppelt so grofs ist, 
als der Inhalt des zugehörigen umgeschriebenen Dreiecks 
P^SlT^. Wendet man nun denselben Satz auf die durch die 
Sehnen OP, resp. OQ^ bestimmten Parahelsegmente an, indem 
man wieder die zu diesen Sehnen parallelen Tangenten mit 
ihren Berührungspunkten konstruiert, so entstehen wieder ein- 
geschriebene Dreiecke mit den Grundlinien OP^ resp. OQ,, 
und jedes von diesen ist doppelt so grofs als das zugehörige 
durch die Tangenten seiner Eckpunkte gebildete umgeschrie- 
bene Dreieck. 

Indem man dieses Verfahren immer wieder von neuem 
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PQ = MG = d^r cos i(, 
oder; 

woraus sich ergiebt: 

Diese Gleichung besteht zwischen den Polarkooi'diuaten 
eines jeden Punktes des Kegelschnittes, aber auch nur eines 
aolchen Punktes. Sie heilst die Polargleichung des durch 
die Grbfsen ä und e definierten Kegelschnittes. B'ür w = 90" 
erhält man die zu dem Brennpunkte F gehörige Ordinate, 
nämlich: 

r = FJR = de. 

Setzt man daher äs^p, wo also jetzt p den Halb- 
parameter bedeutet, so läfst sich die Polargleichung des 
durch p ^ ds und f definierten Kegelschnittes in der Form 
schreiben ; 

Dieselbe stellt eine Ellipse, eine Parabel, oder eine 
Hyperbel dar, je nachdem e<1, e = 1, oder£>l ist. 
Man kann die drei Kegelschnitte noch in einer anderen 
Weise unter einem gemeinsamen Gesichtspunkte zusammenfassen. 
So verschieden nämlich auch die Gleichungen sind , die man 
unter Zugrundelegung Cartesischer Koordinaten für die Ellipse, 
die Parabel und die Hyperbel ableiten kann, sie haben doch 
alle das Gemeinsame, dafs sie in Bezug auf x und y vom 
zweiten Grade sind und sieh folglieh alle als spezielle Fälle 
der allgemeinen Gleichung zweiten Grades: 

ax^ + 2hxy + cy" + 2dx + 2ey + /■= 
darstellen lassen. Aus diesem Grunde werden die Kegelschnitte 
auch als Kurven zweiten Grades bezeichnet. Eine vollständige 
Diskussion dieser allgemeinen Gleichung zweiten Grades liegt 
aber nicht mehr in dem Plane dieses Buches. 
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